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r = 3:4 � 104 Ì�ÃoÌ�ÇVÁ]Äw�lÍ]ÉPÎ�Ë&�³Á�Ó Pr = 10
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r = 3:4 � 104 (Pr = 10)
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Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��aÎoÆ�Ä�Ñ�ÈaÐ³ÄRÍ�ÄRÎ���ÎoÆ�Ä�Ç
��Í���Ñ��0��ÍoÆ�
&­KÉPÑ�È��½Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë�ÎoÆ¬�®~oÍ�ÈaÒ�ÄuÇuÇ$Î]É��PÁ�ÂzËdÉaÄ
�IÇjÓ½Å!Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎoÆ�}¹Ï
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ÇVÁ]ÄVË]ÈaÅ|ÉPÎoÆ�
u¥�Ä
�!Ë&���IÄuÊ�ÏmÌ�ÊEÄRÎoÎ�È9Í]É�xRÁ�ÌoÃoÌ�Ä?Å9Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë�ÎoÆ�}�~oÍ�ÈaÒ�ÄuÇuÇ³É�}�~oÍoÌoÅIÈuË�Ì��PÏu~�È���Å�Ì�Ë�Ì�ÊEÈ�Êu�IÏ
Ñ4Ñ�ÉuÃ�ÄuÇ
��ÅIÄRÎoÎ�È�Êu�4Í]É�xRÁ�ÌoÃoÌoÂ ÊEÄ
�!Ë&��Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È��"Ì)��Í�Ä�}oÊEÄRÍoÎ�È��"Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑ���ÌoÅ�Î�È��J�0��Í&����Á]ÄRÎ���Î�È�Ç
�0��Â
~oÍoÌ Å�Æ�ÇuÈaÑ�È�� Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì¸
�¨É���1>���È�~oÌ�Ç³ÉPÎoÆ Í�Ä
x+��Á&���aÉ���Æ Í]ÉaÇRÃ�Ä
�IÈaÅòÇ
~�ÄRÑ���Í�ÈaÅ Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È��
Ì¢��Í�Ä�}oÊEÄRÍoÎ�È�� Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌòÇuÈ7ÇRÅIÈ0��ÈuË�ÎoÆ�Ê>Ì ÐuÍ]ÉPÎoÌoÃoÎoÆ�Ê>ÌL�IÇVÁ]ÈaÅ�ÌoÓoÊ>Ì¸
a¨ ËdÉPÎoÎ�È�� Í]É���È��IÄBÎ]É�È�Ç��
Î�ÈaÅIÄJ~�ÈuË�}|ÈuËdÉ����1>�ÏP�³	�ÏV	I
1�zÅ�Æ¬~�ÈPÁ�Î�ÄRÎ�È�Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È�Ä?Ì©��Í�Ä�}oÊEÄRÍoÎ�È�ÄBÊEÈuË]ÄVÁ�ÌoÍ�ÈaÅ|ÉPÎoÌ�ÄBÑ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌ ÇuÈ
ÇRÅIÈ0��ÈuË�ÎoÆ�Ê>Ì-ÐuÍ]ÉPÎoÌoÒ]ÉaÊ>Ì(Ì Å�Æ�ÓoÇRÎoÓoÄ
�IÇjÓ�Í�ÈPÁ&�½Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë�ÎoÆ�}�~oÍ�ÈaÒ�ÄuÇuÇuÈaÅ9Ì Ì(}7ÅaÁ�ÌoÓ�ÎoÌ�Ä*Î]ÉðÇRÍ�ÄVË�ÎoÌ�Ä
}�ÉPÍ]ÉPÑ��IÄRÍoÌ�Ç
��ÌoÑoÌ��IÄRÃ�ÄRÎoÌoÓ¹


Ê$ÄVÁ&��Í]É���È���Æ � Ì�ÇuÇVÁ]ÄVË]ÈaÅ|ÉPÎoÌ�Ä²~oÍoÌoÃoÌoÎ"Ñ�ÉuÃ�ÄuÇ
��ÅIÄRÎoÎ�ÈaÐ³È�Í]É�xRÁ�ÌoÃoÌoÓ"ÊEÄ
�!Ë&��Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È��"Ì)��Í�Ä�}��ÊEÄRÍoÎ�È��ðÑ�ÈaÎoÅIÄRÑ���ÌoÅ�Î�È����0��Í&����Á]ÄRÎ���Î�È�Ç
�0��Âp~oÍoÌðÅ�Æ�ÇuÈaÑ�È��ðÎ]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì¸ÏoÎ]É�È�ÇRÎ�ÈaÅIÄ�Ì�ÇuÇVÁ]ÄVË]ÈaÅ|É��
ÎoÌoÓBÍ�ÈPÁ�Ì½Ì½Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÌ9ÅaÁ�ÌoÓ�ÎoÌoÓBÎ]É!ÇRÍ�ÄVË�ÎoÌ�Ä�}�ÉPÍ]ÉPÑ��IÄRÍoÌ�Ç
��ÌoÑoÌ�Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë�ÎoÆ�}�~oÍ�ÈaÒ�ÄuÇuÇuÈaÅ�
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Y0Z�Ë ^J_a`b_�c)d-e.f�g�h�i(jXk

Ì�m�Í°ÎnÏ¤ÐuÑ¬twÎnq¬Ò�ÑÔÓuÑ:s4ÑaÕGv

¨Ö~oÍoÌ&�PÁ�Ì���ÄRÎoÌoÌ¾|��IÇuÇRÌoÎ�ÄuÇRÑ�É Í]ÉaÇuÇuÊ�É���ÍoÌoÅ|ÉPÂ��IÇjÓ�Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎoÆ�Ä ÌI��Í�Ä�}oÊEÄRÍoÎoÆ�Ä Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑ���ÌoÅ��
ÎoÆ�Ä��IÄRÃ�ÄRÎoÌoÓ Å�Ó(xuÑ�È�� Î�ÄuÇ��*Ì�Ê�ÉaÄuÊEÈ��«�*Ì�Ë�Ñ�È�Ç
��Ì ÊEÄ
�!Ë&�òË�Å0��Ê>Ó Ð³ÈaÍoÌ�x³ÈaÎ��aÉ�Á&��ÎoÆ�Ê>Ì«~�Á]È�ÇRÑ�È�Ç
��Ó��
Ê>Ì�~oÍoÌ©~�ÈuË]ÈaÐuÍ�ÄRÅIÄBÇRÎoÌ�x+�I
u¨ Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È���~�È�Ç
�aÉPÎ�ÈaÅ�Ñ�Ä��IÄRÃ�ÄRÎoÌ�Ä?Í]ÉaÇuÇRÃoÌ���Æ�Å|ÉaÄ
�IÇjÓ¢~oÍoÌ

G = f 0 6
6 x 6 l; 0 6 z 6 1g

ÏKÐjË]Ä
l = � =� � Í]É�x³ÊEÄRÍ È0�PÁdÉaÇ
��Ì¢~�È�Ð³ÈaÍoÌ�x³ÈaÎ��aÉ�Á�Ì¸Ï²É

� � Ê>ÌoÎoÌ�Ê�É�Á&���
Î�È�Ä�ÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈ�Ä�ÃoÌ�ÇVÁ]Èo
�­zÍ�Ä�}oÊEÄRÍoÎ]ÉPÓ9Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÓ�Í]ÉaÇuÇRÃoÌ���Æ�Å|ÉaÄ
�IÇjÓ7Å4ÑoÅ|É�Ë�Í]É���Î�È��7Å4~�ÁdÉPÎ�Ä�È0�PÁdÉaÇ
��Ì
f 0 6 x 6 � ; 0 6 y 6 � ; 0 6 z 6 1g:

¨zÈ½ÅIÇuÄ�}�~�È�Ç
�aÉPÎ�ÈaÅ�Ñ�É�}-Ð³ÈaÍoÌ�x³ÈaÎ��aÉ�Á&��ÎoÆ�ÄðÐuÍ]ÉPÎoÌoÒoÆ°~oÍ�ÄVË��
~�ÈPÁdÉPÐRÉPÂ��IÇjÓ�Ì�x³È��IÄRÍ�Ê>ÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ�Ê>Ì¸
�×¹É�~oÌ�Ç³ÉPÎoÎ]ÉPÓ ÅBÈ���Ñ�Á]ÈaÎ�ÄRÎoÌoÓ�} È��BÍ]ÉPÅ�Î�ÈaÅIÄuÇRÎ�ÈaÐ³ÈBÍ�Ä
�!ÄRÎoÌoÓ¹ÏX~�È�ÇVÁ]Ä
È0��Ä
xuÍ]É�x³ÊEÄRÍoÌoÅ|ÉPÎoÌoÓ9Ì�Ç�}|ÈuË�Î]ÉPÓ�ÇRÌ�Ç
�IÄuÊ�Éw��Í]ÉPÅ�Î�ÄRÎoÌ��9Å!Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È�ÊL~oÍoÌ&�PÁ�Ì���ÄRÎoÌoÌ�Ì�ÊEÄuÄ
�4Å�Ì�Ë©� 	0���Z�

! t + 1
Pr

(' z ! x � ' x ! z) = 4 ! + RaQx ;

4 ' = � ! ; (2:1)

Qt + 1
Pr

(' zQx � ' xQz) = 1
Pr

4 Q � 1
Pr

' x ;
ÐjË]Ä

' � §���ÎoÑoÒoÌoÓ��IÈaÑ�É�Ï ! � Å�Ì(}�Í��w� z �fÉPÓ�Ñ�È�Êu~�ÈaÎ�ÄRÎ��aÉ¢ÅIÄRÑ��IÈaÍ]É¬x�ÉPÅ�Ì(}�Í�ÄRÎoÎ�È�Ç
��Ì.�VÏ Q � È���Ñ�Á]ÈaÎ�ÄRÎoÌ�Ä�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÆ È��4Í]ÉPÅ�Î�ÈaÅIÄuÇRÎ�ÈaÐ³È"Á�ÌoÎ�Ä
�oÎ�ÈaÐ³ÈC~oÍ�È0§$Ì�Á�Ó©�¯~�ÈPÁ�Î]ÉPÓ��IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��Í]É*Í]ÉPÅ�Î]É
� = 1 � y +

+ Q
�VÏ

4 f = f xx + f zz � È�~�ÄRÍ]É��IÈaÍ�Ø�É�~�ÁdÉaÇ³É�Ï]Ë]Ä
��Ç
��Å0��Â���Ì��9Î]ÉC§���ÎoÑoÒoÌoÂ
f
Ï
Ra =

g� H 3dQ
�� �

ÃoÌ�ÇVÁ]È¡yEÔRÁ]ÄRÓ¹Ï
Pr = �

� � ÃoÌ�ÇVÁ]È¡�lÍ]ÉPÎ�Ë&�³Á�Ó¹Ï
g � �IÇRÑ�ÈaÍ�ÄRÎoÌ�Ä*ÇRÌ�Á�Æ«��Ó(��ÄuÇ
��Ì¸Ï � ; � ; � � Ñ�ÈaÔ1§b§$Ì(�

ÒoÌ�ÄRÎ���Æ£�IÄ
~�Á]ÈaÅIÈaÐ³È?Í]ÉaÇ
��ÌoÍ�ÄRÎoÌoÓ¹Ï]ÑoÌoÎ�ÄuÊ�É���ÌoÃ�ÄuÇRÑ�È�� Å�Ó(xuÑ�È�Ç
��Ì7Ì®�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��Í�È�~oÍ�ÈaÅIÈuË�Î�È�Ç
��Ì¸Ï
H ��IÈPÁ&��ÌoÎ]É"ÇVÁ]È³Ó�Ì

dQ � Í]É�xuÎ�È�Ç
�0�¡�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��Í7Î]É*Ð³ÈaÍoÌ�x³ÈaÎ��aÉ�Á&��ÎoÆ�}7ÐuÍ]ÉPÎoÌoÒ]É�}¹Ï
x
Ï
y
Ì

z � Ð³ÈaÍoÌ(�
x³ÈaÎ��aÉ�Á&��ÎoÆ�Ä4Ì ÅIÄRÍ���ÌoÑ�É�Á&��Î]ÉPÓ�Ñ�È�ÈaÍIË�ÌoÎ]É���Æ�
�¨ ËdÉ�Á&��Î�Ä
���!ÄuÊÞËoÁ�Ó7ÑoÍ]É���Ñ�È�Ç
��Ì©����Ë]ÄuÊÞÎ]É�xuÆ�Å|É��0�

QÌ
�
�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��Í�È��¸

³�É���ÈaÑ�ÈaÅ�Æ�} ÐuÍ]ÉPÎoÌoÒ]É�} ËoÁ�Ó Ì�ÇRÑ�È�Ê>Æ�}z§���ÎoÑoÒoÌ��òÇ
�aÉPÅ�Ó(�IÇjÓIÙPÊ>Ó�ÐuÑoÌ�Ä�Ú-ÐuÍ]ÉPÎoÌoÃoÎoÆ�Ä��IÇVÁ]ÈaÅ�ÌoÓ

~�ÄRÍoÅIÈaÐ³È4ÌBÅ0�IÈaÍ�ÈaÐ³È4Í�ÈuËdÉ�Ï�ÇVÁ]ÄVË&��Â���Ì�Ä$Ì�x$Å�Ì�ËdÉ!Í�Ä
�!ÄRÎoÌoÓ¹

È$ÇRÑ�È�Ê>Æ�Ä�ÅIÄVÁ�ÌoÃoÌoÎoÆ

! ; '
Ì�Û Í]É�xuÆ�ÇRÑoÌoÅ|ÉPÂ��IÇjÓ½Å4Å�Ì�Ë]Ä

! (t; x; z) =
NX

k=0

M � 1X

m=1

! km (t)� k cos(�k x) sin(� mz);

' (t; x; z) =
NX

k=0

M � 1X

m=1

! km (t)

� 2k2 + � 2m2
� k cos(�k x) sin(� mz); (2:2)

Q(t; x; z) =
N � 1X

k=1

M � 1X

m=1

Qkm (t) sin(�k x) sin(� mz);

ÐjË]Ä
� k = 0:5

~oÍoÌ
k = 0

Ï
N
Ì

� k = 1
~oÍoÌ

1 6 k 6 N � 1



È9�aÉPÑ¸Ï>ÇRÌ�Ç
�IÄuÊ�É©��	�
����$Í�Ä
�*ÉaÄ
�IÇjÓ(Å�È0�PÁdÉaÇ
��Ì
G = f 0 6 x 6 l; 0 6 z 6 1g; l = � =�;

Ç4ÐuÍ]É��
ÎoÌoÃoÎoÆ�Ê>Ì��IÇVÁ]ÈaÅ�ÌoÓoÊ>Ì7Î]É"Ð³ÈaÍoÌ�x³ÈaÎ��aÉ�Á&��ÎoÆ�}

' = ! = Q = 0
Ì�ÅIÄRÍ���ÌoÑ�É�Á&��ÎoÆ�}

' x = ! x = Q = 0ÐuÍ]ÉPÎoÌoÒ]É�}¹

­zÍ�Ä�}oÊEÄRÍoÎ]ÉPÓL~�È�Ç
�aÉPÎ�ÈaÅ�Ñ�É�x�É�ËdÉuÃoÌz~oÍoÌoÅIÄVË]ÄRÎ]É�ÅV���1>��Z
:yKÄ
�!ÄRÎoÌ�Ä®��Í�Ä�}oÊEÄRÍoÎ�È��Vx�É�ËdÉuÃoÌz�aÉPÑ���Ä

Í]É�xuÆ�ÇRÑoÌoÅ|ÉaÄ
�IÇjÓ Å Å�Ì�Ë]Ä7Ñ�È�Êu~�È�xuÌoÒoÌoÌ ÇuÈ0��Ç
��ÅIÄRÎoÎoÆ�}�§���ÎoÑoÒoÌ��ÞÁ�ÌoÎ�Ä
�oÎ�È���x�É�ËdÉuÃoÌµ�IÇ
�IÈ��oÃoÌoÅIÈ�Ç
��Ì
Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌLyEÔRÁ]ÄRÓ'{�|zÄRÎ]ÉPÍ]É©� 	0���ZÏ¤�aÉPÑ�È��¸ÏKÃ��IÈ0�aÆ°~oÍoÌ È��IÇ
���IÇ
��Å�ÌoÌ�x�ÉPÅ�Ì�ÇRÌ�ÊEÈ�Ç
��Ì È��

y
��Í�Ä�}oÊEÄRÍoÎ�È�Ä

Í�Ä
�!ÄRÎoÌ�Äb~�ÄRÍ�Ä�}|ÈuË�Ì�Á]È"Å*Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È�Ä4��	�
 	-�VÏ&~oÍoÌ½Ô+�IÈ�Ê ÐuÍ]ÉPÎoÌoÃoÎoÆ�Ä��IÇVÁ]ÈaÅ�ÌoÓ½Î]É)��ÈaÑ�ÈaÅ�Æ�}½ÐuÍ]ÉPÎoÌoÒ]É�}¹Ï
Ñ�ÉPÑ9ÌBÅ!Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È��®~�È�Ç
�aÉPÎ�ÈaÅ�Ñ�Ä�ÏdÇVÁ]ÄVË&��Â��4Ì�x$Å�Ì�ËdÉ!Í�Ä
�!ÄRÎoÌoÓ¹


�9�IÇ
�0�
r = Ra=Racr ;

ÐjË]Ä
Racr = 657:5 � ÑoÍoÌ���ÌoÃ�ÄuÇRÑ�È�Ä�xuÎ]ÉuÃ�ÄRÎoÌ�ÄðÃoÌ�ÇVÁdÉ3yEÔRÁ]ÄRÓ¹ÏEÉ9ÃoÌ�ÇVÁ]È

�lÍ]ÉPÎ�Ë&�³Á�Ó
Pr

ËdÉ�Á]ÄuÄ$Í]ÉPÅ�Î�È
10
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Ýbm�ÞßvwÏ�à)rutGtwáãâåä©ruÐ�Î�sævår�ç¤ÎÅÐ�r�Ï¤Ð:vGèwÎnqnÑ¬tGvwr

�lÍoÌoÅIÄVË]ÄuÊ ÑoÍ]É���Ñ�È�Ä�È�~oÌ�Ç³ÉPÎoÌ�Ä�Ç
~�ÄRÑ���Í]É�Á&��Î�È���Í]É�xuÎ�È�Ç
��Î�ÈaÐ³È�ÃoÌ�ÇVÁ]ÄRÎoÎ�ÈaÐ³È�ÊEÄ
�IÈuËdÉ�ÏaÌ�Ç
~�ÈPÁ&�0x+�IÄuÊEÈ��
Ð³È"ËoÁ�Ó9Í]ÉaÇRÃ�Ä
�aÉ"Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È��7Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌ¸
��$ÈuË�Í�È0�aÎ�È�Ä*È�~oÌ�Ç³ÉPÎoÌ�Ä�Ì7Í�Ä
x+��Á&���aÉ���Æ ÄRÐ³ÈJ�IÄuÇ
��ÌoÍ�ÈaÅ|ÉPÎoÌoÓ
~oÍoÌoÅIÄVË]ÄRÎoÆ Å©���³	�Ï_	I
�Ï_�0>��Z
u�:��Ì�Ê ÊEÄ
�IÈuË]È�Ê£�aÆzÁ�Ì-Í]ÉaÇuÇRÃoÌ��aÉPÎoÆ5Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ]ÉPÓ(Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÓ©~oÍoÌ(Å�Æ�ÇuÈ��
Ñ�È��"Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì3� 	0���ZÏIÔuÎ�ÄRÍoÐ³Ä
��ÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ�Ä�Ç
~�ÄRÑ���ÍoÆòÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì?Ì)�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÆ«���1>��]Ì4Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÓ
}�Ì�Ê>ÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ9Í]ÉPÅ�Î�ÈaÅIÄuÇRÎ�ÈaÐ³È4Í�Ä³ÉPÐuÌoÍ���Â��!ÄRÐ³È*ÐRÉ�x�É�� �����Z


­zÍ�Ä�}oÊEÄRÍoÎ]ÉPÓ?ÅIÄRÍ�ÇRÌoÓ"Ì�Ç
~�ÈPÁ&�0x+�IÄuÊEÈaÐ³È*ÊEÄ
�IÈuËdÉ�ÏoÈ�ÇRÎ�ÈaÅ|ÉPÎoÎ]ÉPÓ?Î]É�Í]ÉaÇ
�!Ä
~�Á]ÄRÎoÌoÌ¡~�ÈG§$Ì�xuÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ�Ê
~oÍ�ÈaÒ�ÄuÇuÇ³ÉaÊ�Ï|ÑoÍ]É���Ñ�È�È�~oÌ�Ç³ÉPÎ]É$Å4���1>��Z
-ªòÎoÌ���Ä�ÑoÍ]É���Ñ�È�È�~oÌ��!ÄuÊ�ÊEÄ
�IÈuËðÍ]ÉaÇRÃ�Ä
�aÉlË�Å0��ÊEÄRÍoÎoÆ�}4Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑ(�
��ÌoÅ�ÎoÆ�}��IÄRÃ�ÄRÎoÌ���ÇuÈ*ÇRÅIÈ0��ÈuË�ÎoÆ�Ê>Ì�ÐuÍ]ÉPÎoÌoÃoÎoÆ�Ê>Ì®�IÇVÁ]ÈaÅ�ÌoÓoÊ>Ì¸


±�Á]ÄVË&��Ó4È0���!Ä
�4Ì�Ë]ÄuÈPÁ]ÈaÐuÌoÌ"ÊEÄ
�IÈuËdÉ$Í]ÉaÇ
�!Ä
~�Á]ÄRÎoÌoÓ¹Ï0~�ÄRÍ�Ä�}|ÈuËðÈ���ÇVÁ]È³Ó
n
Ñ4ÇVÁ]ÈaÂ

n + 1
~�È$Å�Í�ÄuÊEÄ��

ÎoÌ)~oÍ�ÈaÌ�xuÅIÈuË�Ì��IÇjÓ4ÅlË�Å|É�Ô+�aÉ�~]É�
-³�É²~�ÄRÍoÅIÈ�Ê Ô+�aÉ�~�Ä�Í]ÉaÇ
�!Ä
~�Á]ÄRÎoÌoÓ*Ê>Æ¢�IÇ
�aÉPÎ]ÉPÅaÁ�ÌoÅ|ÉaÄuÊ(ÇuÈ�È���ÅIÄ
�IÇ
��Å�Ì�Ä
Å*Á�ÌoÎ�Ä
�oÎ�È�ÊL~oÍoÌ&�PÁ�Ì���ÄRÎoÌoÌ7Ç
~�ÄRÑ���Í]É�Á&��ÎoÆ�}�}�ÉPÍ]ÉPÑ��IÄRÍoÌ�Ç
��ÌoÑ�ÃoÌ�ÇVÁ]ÄRÎoÎ�ÈaÐ³È"ÊEÄ
�IÈuËdÉ*ÌðË�Ì&§b§�ÄRÍ�ÄRÎoÒoÌ(�
É�Á&��Î�È��®x�É�ËdÉuÃoÌ¸ÏdÉ�Î]É!Å0�IÈaÍ�È�Ê¢��ÃoÌ���Æ�Å|ÉaÄuÊ Î�ÄVÁ�ÌoÎ�Ä
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¨ Ô+�IÈ�ÊÞÍ]É�xRË]ÄVÁ]Ä4ÅIÄ
xRË]Ä
� = 0:25:

�²�IÊEÄRÃ�ÄRÎoÎ�È�ÄC��ÑoÍ���~oÎ�ÄRÎoÌ�Ä*Å�Ì(}�Í�ÄRÅIÈaÐ³È½Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��IÉ½ÇRÅ�Ó(x�ÉPÎ�ÈoÏ
ÈaÃ�ÄRÅ�Ì�Ë�Î�ÈoÏ]Ç9~�È��IÈaÑ�È�Ê ÑoÌoÎ�Ä
��ÌoÃ�ÄuÇRÑ�È���ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌ½Ì�x�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��IÉ*Ð³ÄRÎ�ÄRÍ]ÉPÒoÌoÌ9Ñ���ÈPÁ&�0��Ì�Ê Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��IÉaÊ�


­mÄuÈaÍ�Ä
��ÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ�Ä�Í]ÉaÇuÇuÊEÈ���Í�ÄRÎoÌoÓµ~�ÈaÑ�É�xuÆ�Å|ÉPÂ��PÏ�Ã��IÈ-Å-Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È����0��Í&����Á]ÄRÎ���Î�È�Ç
��ÌÞË]ÈPÁ&�*ÎoÆ
Ç
���!ÄuÇ
��ÅIÈaÅ|É��0�9Ë�Å|É½ÌoÎ�ÄRÍoÒoÌ�ÈaÎoÎoÆ�}(ÌoÎ��IÄRÍoÅ|É�ÁdÉ�ÇuÈ9Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎoÆ�Ê>Ì�x�ÉPÑ�ÈaÎ]ÉaÊ>Ì

k� 5=3 Ì k� 3;
~�È½Ñ�È��IÈ��

ÍoÆ�Ê7Í�Ä³É�Á�Ì�x+��Â��IÇjÓ*Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë�ÎoÆ�Än~oÍ�ÈaÒ�ÄuÇuÇRÆL~�ÄRÍ�ÄRÎ�È�Ç³ÉlÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌ4Ì*ÔuÎ�Ç
��Í�È0§$ÌoÌ¸
0�lÍoÌoÃ�ÄuÊ Î]É�~oÍ]ÉPÅaÁ]ÄRÎoÌoÓ
~�È��IÈaÑ�ÈaÅ�Ïu~�ÄRÍ�ÄRÎ�È�ÇjÓ(��Ì(} ÇuÈ�È���ÅIÄ
�IÇ
��Å0��Â���Ì�Ä?ÑoÅ|É�Ë�Í]É���ÌoÃoÎoÆ�ÄðÅIÄVÁ�ÌoÃoÌoÎoÆ Ì�xðÊ�ÉaÇ
�G�aÉ��IÉ9Ð³ÄRÎ�ÄRÍ]ÉPÒoÌoÌ¸Ï
Í]É�xRÁ�ÌoÃoÎoÆ���È0�aÍ]É���ÎoÆ¬���ÿÑoÍ]ÉaÇRÎoÆ¬�.�EÑ�ÉaÇRÑ�É�ËBÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌðÈ0��ÄuÇ
~�ÄRÃoÌoÅ|ÉaÄ
�w~�ÄRÍ�ÄRÑ�ÉuÃoÑ��"ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌ?ÑJ��ÈPÁ&�0��Ì�Ê
Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��IÉaÊ�ÏdÉw~oÍ|ÓoÊEÈ��9Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë�ÔuÎ�Ç
��Í�È0§$ÌoÌ9È0���IÇVÁ]ÈaÅaÁ�ÌoÅ|ÉaÄ
�"Ë�Ì�ÇuÇRÌ�~]ÉPÒoÌoÂ ���³���Z


¥�Ä
�IÈuË�ÌoÑ�É�Å�Æ�ÃoÌ�ÇVÁ]ÄRÎoÌoÓ È�ÇRÍ�ÄVË�Î�ÄRÎoÎoÆ�}�~�È�Å�Í�ÄuÊEÄRÎoÌ¢~oÍ�È�Ç
��Í]ÉPÎ�Ç
��ÅIÄRÎoÎoÆ�} ÈuË�Î�È�ÊEÄRÍoÎoÆ�} Ç
~�ÄRÑ(�
��Í�ÈaÅ�È�~oÌ�Ç³ÉPÎ]ÉBÅ©���1>��Z
�³$Ä+��ÈPÁ&�0��Ì�Ä4��Ã]ÉaÇ
��ÑoÌ-Ç
~�ÄRÑ���Í]É�ÏmÈ���ÅIÄRÃ]ÉPÂ���Ì�Ä4Å�Æ�ÇuÈaÑoÌ�Ê ÅIÈPÁ�Î�ÈaÅ�Æ�Ê ÃoÌ�ÇVÁdÉaÊ
Î]É*ÍoÌ�Ç�
m����{d�³�*Î�Äb~�ÈaÑ�É�x�ÉPÎoÆ Ì�x
�ìx�É*Ì(}BÎ�ÄRÌoÎ&§�ÈaÍ�Ê�É���ÌoÅ�Î�È�Ç
��Ì7Å�Å�Ì�Ë&�BÌ�ÇRÑ�É���ÄRÎoÌoÓ�ÃoÌ�ÇVÁ]ÄRÎoÎoÆ�Ê>Ì�Ô1§9�
§�ÄRÑ��aÉaÊ>Ì�� �P���Z


³�É�ÍoÌ�Ç�
d����Ì�x³È0�aÍ]É���ÄRÎ½ÈuË�Î�È�ÊEÄRÍoÎoÆ¬���
x � Î]É�~oÍ]ÉPÅaÁ]ÄRÎoÌ�Ä��a~oÍ�È�Ç
��Í]ÉPÎ�Ç
��ÅIÄRÎoÎoÆ¬�9Ç
~�ÄRÑ���ÍðÇRÑ�ÈaÍ�È��

Ç
��Ì�~oÍoÌ
r = 6�103: H ÇRÎ�È�Å�Ì�Ë�ÎoÆ(ÌoÎ�ÄRÍoÒoÌ�ÈaÎoÎoÆ�Ä²ÌoÎ��IÄRÍoÅ|É�Á�Æ-ÇuÈ¢Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎoÆ�Ê>ÌGx�ÉPÑ�ÈaÎ]ÉaÊ>Ì k� 5=3 Ì k� 3;ÇuÈ�È���ÅIÄ
�IÇ
��Å0��Â���Ì�ÄlÈ0�aÍ]É���Î�È�Êu�"Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë&�?ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌðÌJ~oÍ|ÓoÊEÈ�Êu�4Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë&�?ÔuÎ�Ç
��Í�È0§$ÌoÌ¸
�³�É�ÍoÌ�Ç�
d����{d�³�

kg
ÇuÈ�È���ÅIÄ
�IÇ
��Å0�IÄ
� ÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈ�Êu��ÃoÌ�ÇVÁ&��Î]ÉPÌ&��ÈPÁ]ÄuÄ¡�aÆ�Ç
��Í�ÈaÍ]ÉaÇ
�0���!ÄRÐ³È�~�È½Á�ÌoÎ�Ä
�oÎ�È����IÄuÈaÍoÌoÌ-ÅIÈ�x³Êu�'�

�!ÄRÎoÌoÓ¹
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þ�ò'ÿ��&ô�ô���9:��
�'����Cÿ�'�������ÿ��1ò����-ò
r = 6 � 103:

³�É�ÍoÌ�Ç�
��³	¢ÈuË�Î�È�ÊEÄRÍoÎoÆ¬�"Ç
~�ÄRÑ���Í!ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì*Ì�x³È0�aÍ]É���ÄRÎC~oÍoÌ
r = 3�104: H ÇRÎ�È¢Å�Ì�Ë]ÄRÎ*È0�aÍ]É���ÎoÆ¬�Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë(ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌ(ÇuÈðÇ
�IÄ
~�ÄRÎoÎoÆ�Êµx�ÉPÑ�ÈaÎ�È�Ê

k� 5=3:
³$È?ÅBÈ0�PÁdÉaÇ
��Ì���ÈPÁ]ÄuÄ!Å�Æ�ÇuÈaÑoÌ(}7ÅIÈPÁ�Î�ÈaÅ�Æ�}7ÃoÌ�ÇuÄVÁ

Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�È��®x�ÉPÑ�ÈaÎ9ÔuÎ�Ç
��Í�È0§$Ì��oÎ�ÈaÐ³È4Ñ�ÉaÇRÑ�É�ËdÉ
k� 3 ��Í]ÉPÎ�Ç+§�ÈaÍ�Ê>ÌoÍ�ÈaÅ|É�Á]ÇjÓ9ÅC��ÈPÁ]ÄuÄ�~�ÈPÁ]ÈaÐuÌ�� k� 2:6:³�É*ÍoÌ�Ç�
K�³�)~oÍoÌoÅIÄVË]ÄRÎ�}�ÉPÍ]ÉPÑ��IÄRÍoÎoÆ¬�7Å�Ì�Ë7Ç
~�ÄRÑ���Í]É?ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì3~oÍoÌ9Å�Æ�ÇuÈaÑ�È��7Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì

Ç���Ì�~oÌoÃoÎoÆ�Ê Î]É�~�ÈPÁ�Î�ÄRÎoÌ�ÄuÊ ËoÁ�ÌoÎoÎ�ÈaÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈ��7ÄRÐ³È*Ã]ÉaÇ
��Ì½Ì½ÇuÈ4Ç
~]É�ËdÉPÎoÌ�ÄuÊL~�Èwx�ÉPÑ�ÈaÎ��
k� 2:6:­mÄ
~�ÄRÍ��9Í]ÉaÇuÇuÊEÈ���ÍoÌ�Êµ~�ÄRÍ�ÄuÇ
��Í�È��oÑ����IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÎ�ÈaÐ³È9Ç
~�ÄRÑ���Í]É¡~oÍoÌ���ÅIÄVÁ�ÌoÃ�ÄRÎoÌoÌ(Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃ(�

Î�È�Ç
��Ì¸
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õ���9:��
�'����Cÿ�'�������ÿ��1ò����-ò
r = 3 � 104:
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þ�ò'ÿ��&ô�$���9:��
�'����)ÿ�'�������ÿ��1ò����-ò
r = 3:4 � 104:

�lÍoÌ
7506 r 6 2000

Å�ËoÁ�ÌoÎoÎ�ÈaÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈ��½Ã]ÉaÇ
��Ì¡�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÎ�ÈaÐ³È*Ç
~�ÄRÑ���Í]É�Å�Ì�Ë]ÄRÎ¡��Ã]ÉaÇ
�IÈaÑðÇuÈ
Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎoÆ�Ê®x�ÉPÑ�ÈaÎ�È�Ê�|zÈPÁoË&�*Ì]ÉPÎ�È�{������'}|ÈaÅ|Éw� |n���

k� 1:4;
Ã��IÈ�Ì�ÁoÁ�ÂlÇ
��ÍoÌoÍ��IÄ
�lÇ
~�ÄRÑ���Í��IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÆ

Î]É!ÍoÌ�Ç�
¸�R��

³$ÈG~oÍoÌ

r = 2 � 103 ~oÍ�ÈaÌ�Ç�}|ÈuË�Ì��C~�ÄRÍ�ÄuÇ
��Í�È��oÑ�Éw�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÎ�ÈaÐ³È4Ç
~�ÄRÑ���Í]É�Ï�Ì¡~oÍoÌ 2 � 103 < r 6
6 6 � 103 ÅðËoÁ�ÌoÎoÎ�ÈaÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈ��(Ã]ÉaÇ
��Ì(Ç
~�ÄRÑ���Í]É�~�È³Ó�ÅaÁ�ÓoÄ
�IÇjÓ���Ã]ÉaÇ
�IÈaÑ�ÇuÈ½Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎoÆ�Êµx�ÉPÑ�ÈaÎ�È�Êp|²Ô+���
Ã�ÄVÁ]ÈaÍ]É

k� 1 �ÿÍoÌ�Ç�
¸�³�-�V

�lÍoÌ�ËdÉ�Á&��Î�Ä
���!ÄuÊ���ÅIÄVÁ�ÌoÃ�ÄRÎoÌoÌ!Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì)~�ÈaÑ�É�x�É��IÄVÁ&��Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�ÈaÐ³È�x�ÉPÑ�ÈaÎ]É¢Î]ÉzËoÁ�ÌoÎoÎ�È��

ÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈ�ÊL��Ã]ÉaÇ
��Ñ�Ä��IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÎ�ÈaÐ³È"Ç
~�ÄRÑ���Í]É*ÇuÈaÅIÄRÍ��*ÉaÄ
�4Ñ�ÈPÁ]Ä+�IÉPÎoÌoÓ½Å!ÌoÎ��IÄRÍoÅ|É�Á]Ä
[0:7; 1]

Ï]ÇlÎ]ÉPÌ(�
��ÈPÁ&�0�!Ä
�½ÅIÄRÍ�È³Ó(��Î�È�Ç
�0��ÂI~oÍoÌoÎoÌ�Ê�ÉPÓ�xuÎ]ÉuÃ�ÄRÎoÌ�Äw>�
 ��


yEÌ�Ç�
]�³��~�ÈaÑ�É�xuÆ�Å|ÉaÄ
�PÏ�Ã��IÈ�~oÍoÌC��ÅIÄVÁ�ÌoÃ�ÄRÎoÌoÌ"Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì¡~�ÈaÑ�É�x�É��IÄVÁ&�!Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�ÈaÐ³Èbx�ÉPÑ�ÈaÎ]É
ËoÁ�ÌoÎoÎ�ÈaÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈaÐ³È?Ç
~�ÄRÑ���Í]É)�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÆ È�~oÍ�ÄVË]ÄVÁ�ÓoÄ
�IÇjÓ9Çb��ÈPÁ&�0�!Ä
���IÈaÃoÎ�È�Ç
�0��Â!


�$ÈuË]È0�aÎ]ÉPÓ�~�ÄRÍ�ÄuÇ
��Í�È��oÑ�É4�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÎ�ÈaÐ³ÈBÇ
~�ÄRÑ���Í]É4Î]É��PÁ�ÂzËdÉ�ÁdÉaÇ
�ðÅJ§$Ì�xuÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ3�PÁ�Ì�xuÑ�È���x�É��
ËdÉuÃ�Ä�È*Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌ�Å4ÅIÄRÍ���ÌoÑ�É�Á&��Î�È�� Ê>ÆzÁ&��Î�È��®~�Á]ÄRÎoÑ�Ä�~oÍoÌ�~�ÈuË]ÈaÐuÍ�ÄRÅIÄ�ÇRÎoÌ�x+��� �����ZÏ]É!Ì�ÊEÄRÎoÎ�Èo�&~oÍoÌ
Í]É�xuÎ�È�Ç
��ÌC�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��Í

dQ < 48
	òËoÁ�ÌoÎoÎ�ÈaÅIÈPÁ�Î�ÈaÅ�Æ¬�ðÇ
~�ÄRÑ���ÍC�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÆ ÇuÈ�È���ÅIÄ
�IÇ
��ÅIÈaÅ|É�ÁJx�ÉPÑ�È��

Î��)|n�
k� 1:4;

É9~oÍoÌ
dQ > 48

	 � x�ÉPÑ�ÈaÎ��C|²Ô+��Ã�ÄVÁ]ÈaÍ]É k � 1:
ª¢Å0�IÈaÍoÆp� �����xÇRÅ�Ó(xuÆ�Å|ÉPÂ���~�ÄRÍ�ÄuÇ
��Í�È��oÑ��

�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÎ�ÈaÐ³È?Ç
~�ÄRÑ���Í]É*Çb§�ÈaÍ�Ê>ÌoÍ�ÈaÅ|ÉPÎoÌ�ÄuÊ ÑoÍ���~oÎ�È�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��aÎ�È��7Ç
��Í���Ñ��0��ÍoÆ��IÄRÃ�ÄRÎoÌoÓ¹
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r = 1:25� 103:
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þ�ò'ÿ��&ô16���9:��
�'����"��
�����
��'ï��������7���-ò
r = 3 � 103:

�$ÈaÑ�É�x�É��IÄVÁ&��Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�ÈaÐ³Èbx�ÉPÑ�ÈaÎ]ÉlÑ�ÈaÍ�È���Ñ�ÈaÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈaÐ³È!Ç
~�ÄRÑ���Í]É9�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÆ Å$Î]ÉaÇ
�IÈ³Ó(�!Ä
�4Í]É��
��È��IÄ:~oÍoÌoÎoÌ�Ê�ÉaÄ
��xuÎ]ÉuÃ�ÄRÎoÌoÓ�Ì�x°ÌoÎ��IÄRÍoÅ|É�ÁdÉ

[� 5:2; � 3]
Ï�É�Å�� ������Ô+�IÈ��¢ÌoÎ��IÄRÍoÅ|É�Á!Î�ÄuÇRÑ�ÈPÁ&��Ñ�È$ÊEÄRÎ��0�!Ä �

[� 4:2; � 3]



³�É4ÍoÌ�Ç�
>��
)~oÍoÌoÅIÄVË]ÄRÎ]É4Ë�Ì]ÉPÐuÍ]ÉaÊEÊ�É4~�ÈPÁ&��Ã�ÄRÎoÎoÆ�}�Å?Í]ÉaÇRÃ�Ä
�aÉ�}7Ç
~�ÄRÑ���Í�ÈaÅ � ~�ÈaÑ�É�x�É��IÄVÁ]Ä
��Ç
�IÄ��~�ÄRÎoÎoÆ�}�x�ÉPÑ�ÈaÎ�ÈaÅV�¯��Ê>Î�È1��ÄRÎoÎoÆ�} Î]É
� 1
�lËoÁ�ÌoÎoÎ�ÈaÅIÈPÁ�Î�ÈaÅ�Æ�} Ç
~�ÄRÑ���Í�ÈaÅ ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì Ì©�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÆ

Ì½Ñ�ÈaÍ�È���Ñ�ÈaÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈaÐ³ÈðÇ
~�ÄRÑ���Í]É4ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì¸Ï&~oÍ�ÄVË]Ç
�aÉPÅaÁ]ÄRÎoÎoÆ�}9Ñ�ÉPÑ®§���ÎoÑoÒoÌoÓðÎ]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì¸

È9x½ÍoÌ�Ç�
¢��
�Å�Ì�Ë�Î�ÈoÏ�Ã��IÈ Å Ë�Ì]É�~]É�x³ÈaÎ�Ä�xuÎ]ÉuÃ�ÄRÎoÌ��òÎ]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì

4 � 103 6 r 6 104 Í�Ä³É��
Á�Ì�x+��Â��IÇjÓ�ÈuË�Î�ÈaÅ�Í�ÄuÊEÄRÎoÎ�È9È0�aÍ]É���ÎoÆ¬�(Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë(ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌ�Ì�~oÍ|ÓoÊEÈ���Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë-ÔuÎ�Ç
��Í�È0§$ÌoÌ¸
�¨ ÌoÎ�ÄRÍoÒoÌ(�
ÈaÎoÎ�È�Ê ÌoÎ��IÄRÍoÅ|É�Á]ÄC~oÍ|ÓoÊEÈaÐ³ÈBÑ�ÉaÇRÑ�É�ËdÉBÔuÎ�Ç
��Í�È0§$ÌoÌ(Ç
~�ÄRÑ���Í(ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì-ÇVÁ]ÄVË&�IÄ
�9Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�È�Êu��x�ÉPÑ�ÈaÎ��
k� � ; 2:9 6 � 6 3:1

Ï¦�PÁ�Ì�xuÑ�È�Êu�7Ñ
k � 3:

�lÍoÌ
r > 104 Å�Ì�Ë�Î]ÉJ�IÄRÎ�Ë]ÄRÎoÒoÌoÓ Ñ3�IÇ
�aÉPÎ�ÈaÅaÁ]ÄRÎoÌoÂ ÄVË�ÌoÎ�È��

Ð³È9ÅIÈ9ÅIÇuÄuÊ Ç
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