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ψ(x)

è
ÞRÙzÖzÒRÕiß�Ö[ÙzéoÃ½Õiß�è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç½Ó
� ψ + (ω � V (x))ψ + σψjψj2 = 0. Á �
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Ý½ç�Ã Á ��ÂÇÖ�ç�ÞÇÚ ψ(r, ϕ) = expf� iϕmgv(r)
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ç½á1ØißzÚ À½ç¼ÙzÝRÚVé½Ý½×*Å�é¼Õiå)ÕiÝ½ç½ä�Ý¼Õ�Ù�Ð8Å]Ù�Þ¼çH¿IÙ±Ö�×ÆÞRÕcÒ¼ç½ß�¾±Ù�Ø�Ù�Ð�Ù½�]ãXß[Ù<ßzÚVÜ�ÝRÚVá�×©Ö]ÚzÕ8¿IÙ�ÕVá â��Há@ê��Há@éFâ8á â8è¹á�����Hæ�é Á ç�Ò¼ç�Ù�ØiÝ¼ÙzÖ�ÝRÚ Ã6¿IÙ�ÞÇÚ
Âc��Ó�ØiÝ¼ÙzÖ�Ý¼Ù�Õ�Ø�Ù�Øiß[ÙPÃ�Ý½ç¼ÕK¿Oç½Ý½çH¿Oç½á�ç½é½è[ÕißeÄ�è�Ý½Ü�À½ç¼ÙzÝRÚ
ÒªÆ�Ý¼Õié½í�ç½ç
E

½½é½ç
á
Ú
ÞÇÚVÝ½Ý¼Ù�¿ Ô½ç¼ØcÒRÕ�ÔRÚzØiß�ç�À

N
æ�½¼Ù@Æ�ß[Ù�¿Oèª½½é¼ÕcÞRØißzÚVÖzÒHÃ½Õiß�Ø�Ù�Ð�Ùzä$Ù�Ø�Ù�Ðz×©ä$ç½Ý½ß[Õié¼Õ�Ø�ç0å�ç½é¼ÙzÜ�Ù6Ù�Ð�Øiè�Ñ)ì

ÞÇÚzÕiß[Ø0Ã�ÖMÒ¼ç½ß[ÕiéRÚVß�è�é¼ÕýÉ 	�æ��½æ_
�Ê�����ØcÒ¼ç
½¼Ùzß[ÕiÝ�À½çRÚ
Ò¿á
ÚVÖ�ç¼Øiç½ß&ß[ÙVÒH¾�Ü�Ù&Ùzß&éRÚ
Þ¼çRÚ
ÒH¾�Ý¼ÙzäÔ½¼Õié¼Õ8¿IÕiÝ½Ý¼ÙzäFæ
V (x) � V (r)

æ
ß[Ù<Ù�ØiÝ¼ÙzÖ�Ý¼Ù�ÕÆØ�Ù�Øiß[ÙPÃ�Ý½ç¼Õ�æzÜ�ÚVÜ¹½½éRÚVÖ�ç�ÒRÙ½æzß[ÙPÑ�ÕÆá
ÚVÖ�ç¼Øiç½ß<ß[ÙVÒH¾�Ü�Ù�Ùzß
r
ç�Ý¼ÕXçH¿IÕ�Õiß<Ý½è
ÒRÕiä

Á Øiß�é¼Ùzí�ç½äMé¼Õiá�è
ÒH¾
ßzÚVß)Þ½ÒHÃ ØcÒ¼è�ÔRÚ ÃËÙzß�ßzÚ
Ò¼Ü½ç½Ö]ÚVÓiÙ�ç>ÅËÖ�á
ÚVçH¿IÙ�ÞRÕiä¼Øiß�Ö�ç½ä&Ø8¿©��ÖÎÉ��P� Ê,Âc�>î_ÚVÜ½çH¿¿Ù�ÐzéRÚVáfÙ�¿©æ
Ù�ØiÝ¼ÙzÖ�ÝRÚ ÃØ¿IÙ�ÞÇÚ�Ù�ÐVÒÇÚ
ÞÇÚzÕiß�Ý½è
ÒRÕiÖ�×L¿¿ß[Ù@½¼ÙVÒRÙzí�ç½Ô¼Õ�ØiÜ½çH¿·á
ÚVéoÃ�ÞRÙ�¿

m = 0
���xÚ@¿IÕiß�çH¿©æ½Ô½ß[Ù�½½é½ç

m = 0çÎ½½é½çeÄ�ç½Ü�Øiç½é¼ÙzÖ]ÚVÝ½Ý¼Ù�¿
N

¿IÙPÑ�Õiß�Øiè�Ù)Õ�Øiß�Ö[ÙzÖ]ÚVß�¾�¿OÝ¼ÙzífÙ�ØißzÚ À½ç¼ÙzÝRÚVé½Ý½×*Å;Ø�Ù�Øiß[ÙPÃ�Ý½ç½äFæ¼Ý¼Ù�Ù�ØiÝ¼ÙzÖ�ÝRÚ Ã
¿IÙ�ÞÇÚØ½½é½çÈÆ�ß[Ù�¿©æFÜ�ÚVÜ
½½éRÚVÖ�ç�ÒRÙ½æ_ÕcÞ¼ç½Ý¼Øiß�Ö[ÕiÝ½ÝRÚ��x�'ÒHÃ�Ô½ç¼ØcÒRÕiÝ½Ý¼ÙzífÙý½¼Ù�Øiß�é¼Ù�ÕiÝ½ç�Ã�Ù�ØiÝ¼ÙzÖ�Ý¼ÙzäÔ¿IÙ�Þ¼×�Ö[Ù
¿OÝ¼Ùzí�ç>Å�éRÚ@Ð�ÙzßzÚ�Å Á Ø8¿©�ZÉ 
�æ����[æ��PÒ Ê,Ây½½é¼ÕcÞ½ÒÇÚVíiÚzÕiß[Ø0Ã�ç¼Ø9½¼ÙVÒH¾�áfÙzÖ]ÚVß�¾9Õ�ÕKÆ�Ü�Øiß�é¼Õ8¿�Ú
ÒH¾�Ý¼Ù�ÕËØiÖ[Ùzä¼Øiß�Ö[Ù½æUß[Ù
Õ�Øiß�¾�Ý¼Õ9½¼Ù�Øié¼ÕcÞRØiß�Ö[ÕiÝ½Ý¼Ù�é¼Õiå�ç½ß�¾�á
Ú
ÞÇÚ�Ô½è è[ØcÒRÙzÖ�Ý¼Ùzäe¿Oç½Ý½çH¿Oç½á
Ú À½ç½ç&Ý¼ÕiÜ�Ùzß[Ùzé¼ÙzífÙ%Ä�è�Ý½Ü�À½ç¼ÙzÝRÚ
ÒÇÚ��

ÚXßzÚ À½ç¼ÙzÝRÚVé½Ý½×1Õ Ø�Ù�Øiß[ÙPÃ�Ý½ç�Ãxæ_ÙzßfÒ¼ç½Ô½Ý½×1ÕËÙzß&Ù�ØiÝ¼ÙzÖ�Ý¼ÙzäÔ¿IÙ�Þ¼×'æ<¿O×ÍÐzè
ÞRÕ8¿ ÝRÚVá�×©Ö]ÚVß�¾×ê���â��¹æ��Væ�Vá�� ã �VæR��Ë ½¼Ù�ØcÒRÕcÞ¼Ý¼Õ�ÕMÖ�é¼Õ8¿�Ã¿ÙzÝ½ç¿ßzÚVÜ�Ñ�ÕMÔRÚzØiß[Ù9Ù�Ð�Øiè�Ñ)ÞÇÚVÓ�ß[Ø0Ã Ö&Ò¼ç½ß[ÕiéRÚVß�è�é¼Õ Á Ø8¿©��æOÝRÚ ½½é½çH¿IÕiéFæÉ 
½æ]�P}�æ]�9Õ�Ê,ÂcæfÖyß[Ù�¿;Ô½ç¼ØcÒRÕ�æ
Ö�ØiÖ�Ã�á�ç)Ø�Æ�Ü�Ø9½¼Õié½çH¿IÕiÝ½ßzÚ@¿OçK½¼Ù¹Ü
Ü½Ö]ÚVÝ½ß[ÙzÖ[Ù�¿Oè±á
Ú ½½è�ß�×©Ö]ÚVÝ½ç½ÓSÝ�éRÚVáiÒ¼ç½Ô½Ý½×*Å
Ü�ÙzÝ�ÞRÕiÝ¼ØfÚVß[ÙzÖ×É��f��Ê��Ç�'ÒHÃ�Ù@½½ç¼ØfÚVÝ½ç�Ã�ç�Ô½ç¼ØcÒRÕiÝ½Ý¼ÙzífÙØ½¼Ù�Øiß�é¼Ù�ÕiÝ½ç�Ã�Ö�×1Øiå�ç>Åª¿IÙ�Þ�ÖMÝRÚzØiß[ÙPÃ>Ù)Õ�Õ�Ö�é¼Õ8¿�Ã
½½é½çH¿IÕiÝ�Ã½Õiß[Ø0Ã;Ý¼Õ�ØiÜ�ÙVÒH¾�Ü�Ù%½¼Ù�Þ�Å]Ù�ÞRÙzÖ¼�!Fá��"��é�à#ê����¼æ]Õ�ØcÒ¼ç�Ö[ÕcÒ¼ç½Ô½ç½ÝRÚ�Ö[ÙVÒ¼Ý¼ÙzÖ[ÙzäÌÄ�è�Ý½Ü�À½ç½ç

ψ(x)
ÞRÙ�ØißzÚVß[ÙzÔ½Ý¼Ù¹¿�Ú
ÒÇÚ�æ�ß[Ù�Ö'è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç½ç Á �
ÂÝ¼ÕcÒ¼ç½Ý¼Õiä½Ý½×L¿ Ü½è>Ðzç½Ô¼Õ�ØiÜ½çH¿ Ô�ÒRÕiÝ¼Ù�¿ ¿IÙPÑ�Ý¼Ù×½½é¼ÕiÝ¼Õ8Ðzé¼ÕiÔ�¾¼�yë�ÙVÒ¼è�Ô¼ÕiÝ½ÝRÚ Ã á
Ú
ÞÇÚ�ÔRÚ$ÝRÚ$Ø�Ù�Ð�Øiß�Ö[ÕiÝ½Ý½×1Õ

á�ÝRÚ�Ô¼ÕiÝ½ç�Ã
� ψ + (ω � V (x))ψ = 0 Á Ö
Â

½½é¼ÕcÞRØißzÚVÖzÒHÃ½Õiß&Ø�Ù�Ð�ÙzärÅ]Ùzé¼Ùzå)Ù ç½á�Ö[Õ�Øiß�Ý¼Ù�Õ�è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç¼Õ�Ò¼ç½Ý¼Õiä½Ý¼ÙzífÙ Ü½Ö]ÚVÝ½ß[ÙzÖ[ÙzífÙ;Ù�Ø9À½ç�Ò½ÒHÃ�ß[ÙzéRÚ��<ÚÁÙ�ÐVì
Øiß�Ö[ÕiÝ½Ý½×1ÕÎÄ�è�Ý½Ü�À½ç½ç$ç¿Ø�Ù�Ð�Øiß�Ö[ÕiÝ½Ý½×1ÕËÔ½ç¼ØcÒÇÚ&á
Ú
ÞÇÚ�Ô½ç Á Ö
ÂN¿IÙPÑ�Ý¼Ù6ç¼Ø9½¼ÙVÒH¾�áfÙzÖ]ÚVß�¾9Þ½ÒHÃ�ß[ÙzífÙ½æOÔ½ß[Ù�Ðz×
Ú ½�½½é¼ÙzÜ�ØiçH¿Oç½é¼ÙzÖ]ÚVß�¾
¿�Ú
ÒRÙ[Ú@¿�½�Ò¼ç½ß�è
Þ¼Ý¼Ù�Õ é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ

ψ(x)
è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã Á �
Â�ç$Ø�Ù�Ùzß�Ö[Õiß[Øiß�Ö�è�ÓiÙ)Õ�Õ Õ8¿Oè

á�ÝRÚ�Ô¼ÕiÝ½ç¼Õ�½RÚVéRÚ@¿IÕiß�éRÚ
ω
� �xÚVß[Õ8¿©æP½¼Ù�Øiß[Õ9½¼ÕiÝ½Ý¼Ùyç½áP¿IÕiÝ�Ã>Ã'Ö[ÕcÒ¼ç½Ô½ç½Ý½è

ω
æ8¿IÙPÑ�Ý¼ÙyÔ½ç¼ØcÒRÕiÝ½Ý¼ÙL½½é¼Ù�ÞRÙVÒHÑ�ç½ß�¾

Ø�Õ8¿IÕiä¼Øiß�Ö[Ù±é¼Õiå)ÕiÝ½ç½äFæo½¼ÙVÒ¼è�Ô½ç½Ö±Ö±é¼Õiá�è
ÒH¾
ßzÚVß[Õ�ØißzÚ À½ç¼ÙzÝRÚVé½Ý½×1Õ�Ø�Ù�Øiß[ÙPÃ�Ý½ç�Ãxæ�Ú@¿�½�Ò¼ç½ß�è
ÞÇÚ�Ü�Ùzß[Ùzé½×*Å�¿�Ú
ì
ÒRÙzä0è�Ñ�Õ�Ý¼Õ�Ã�ÖzÒHÃ½Õiß[Ø0Ãx�<î_ÚVÜ�Ùzä
¿IÕiß[Ù�ÞUæ_Ù�ØiÝ¼ÙzÖ]ÚVÝ½Ý½×©ä�ÝRÚËç½á�è�Ô¼ÕiÝ½ç½ç0Ö[Õiß�ÖzÒRÕiÝ½ç�Ã�Ý½è
ÒRÕiÖ[ÙzífÙMé¼Õiå)ÕiÝ½ç�Ã
Á Ø8¿©æUÝRÚ ½½éF�*É��PÖ�Ê,ÂcæUç¼Ø9½¼ÙVÒH¾�áfÙzÖ]Ú
ÒRØ0Ã$Ö
É��
	�ÊXÞ½ÒHÃ0éRÚzØiÔ¼ÕißzÚ;Ö�ç>Å�é¼ÕiÖ�×*Å�Øiß�é½è�Ü½ß�è�éFæUÝ¼Õ�çH¿IÕiÓiÙ�ç>Å�Ý½è
ÒRÕiä
½½é½ç

r > 0 Á Ðz×ÆÒ�éRÚzØ�Ø8¿IÙzß�é¼ÕiÝ�ØcÒ¼è�ÔRÚVä σ = 1
ç
m = 0,1,2

Âc��Ë éRÚ@Ð�Ùzß[ÕÎÉ�� � ÊXØS½¼Ù�¿IÙ@ÙS¾�Ó�ÞÇÚVÝ½Ý¼ÙzífÙ
¿IÕiß[Ù�ÞÇÚ6Ðz×ÆÒ¼ç¿ç¼Ø�ØcÒRÕcÞRÙzÖ]ÚVÝ½× Ö�ç>Å�é¼ÕiÖ�×1Õ Øiß�é½è�Ü½ß�è�é½× ½½é½ç

σ = � 1
ç
m = 0,1,2

æIÜ�ÚVÜ¿çH¿IÕiÓiÙ�ç¼Õ�æ
ßzÚVÜMçMÝ¼Õ<çH¿IÕiÓiÙ�ç¼Õ�Ý½è
ÒRÕiäF��#_Õiå)ÕiÝ½ç�Ãxæ½Ü�Ùzß[Ùzé½×1ÕS¿IÙPÑ�Ý¼Ù�½¼ÙVÒ¼è�Ô½ç½ß�¾%½½é½çÎ½¼Ù�¿IÙ@Ù�çØ½½é¼Ù�ÞRÙVÒHÑ�ÕiÝ½ç�Ã;ç½á
Ò¼ç½Ý¼Õiä½Ý¼ÙzífÙ�½½é¼ÕcÞRÕcÒÇÚ�æ�¿O×�Ðzè
ÞRÕ8¿©æRØcÒRÕcÞ¼è�Ã
É��f
�æ�Ò���Ê�æ¼ÝRÚVá�×©Ö]ÚVß�¾Kà#é���é��Hæ����Væýâ$�Hæ���é�%������ ã&�Hã �Há@ì&á
�'�
ãXß�ç0Øiß�é½è�Ü½ß�è�é½×'æxÖ Ý¼ÕiÜ�Ùzß[Ùzé¼Ù�¿ Ø8¿O×1ØcÒRÕ�æ�¿IÙPÑ�Ý¼Ù ç½Ý½ß[Õié�½½é¼Õiß�ç½é¼ÙzÖ]ÚVß�¾6Ü�ÚVÜ0Ø�Ù�Ð�Øiß�Ö[ÕiÝ½Ý½×1Õ%Ä�è�Ý½Ü�À½ç½ç
Ü½Ö]ÚVÝ½ß[ÙzÖ[ÙzífÙ�Ò¼ç½Ý¼Õiä½Ý¼ÙzífÙ�Ù�Ø9À½ç�Ò½ÒHÃ�ß[ÙzéRÚ Á Ö
Âcæ�ÜfÞRÕ8Ä'ÙzéH¿Oç½é¼ÙzÖ]ÚVÝ½Ý½×1Õ@Ý�Ý¼ÕcÒ¼ç½Ý¼Õiä½Ý¼Ù�Øiß�¾�Ó)�!Fá��(ê è¹á0à����¼æ@½¼Ù�ÞRÙ�ÐzÝ¼Ù�ÕF½½é¼Ù�ÞRÙVÒHÑ�ÕiÝ½ç¼ÕL½¼Ùi½RÚVéRÚ@¿IÕiß�é½è

ω
¿IÙPÑ�Ý¼Ù�Ù�Øiè�Ù)Õ�Øiß�Ö�ç½ß�¾¼æzÖ�×*Å]Ù�ÞHÃ�ç½á*½½é¼ÙVì

ß�ç½Ö[Ù@½¼ÙVÒRÙPÑ�Ý¼ÙzífÙÔ½½é¼ÕcÞRÕcÒÇÚ�æXÜ�ÙzíqÞÇÚ�Ú@¿�½�Ò¼ç½ß�è
ÞÇÚ9Ö[ÙVÒ¼Ý¼ÙzÖ[ÙzäÇÄ�è�Ý½Ü�À½ç½ç·Ö[ÕcÒ¼ç½Ü�Ú�É Ò�� Ê��Xë<é½ç�Æ�ß[Ù�¿©æXÜ�ÚVÜ
Ðz×ÆÒRÙÔ½¼ÙzÜ�ÚVá
ÚVÝ¼Ù¿ÖíÉ Ò�� Ê�æÁßzÚVÜ½çH¿ Ù�ÐzéRÚVáfÙ�¿ ¿IÙPÑ�Ý¼Ù×½¼ÙVÒ¼è�Ô½ç½ß�¾¿é¼Õiå)ÕiÝ½ç�ÃxæÆÝ¼Õ&çH¿IÕiÓiÙ�ç¼Õ&Ò¼ç½Ý¼Õiä½Ý¼ÙzífÙ
ÚVÝRÚ
ÒRÙzíiÚ��!'��èIà#é9è�(
æ��¼æ
½½é¼ÕcÞRØiÜ�ÚVá
ÚVÝ½ç¼Õ�Ö[ÙzáP¿IÙPÑ�Ý½×*Å�ß�ç�½¼ÙzÖ�Ý¼ÕcÒ¼ç½Ý¼Õiä½Ý½×*Å�Øiß�é½è�Ü½ß�è�é�Ö�à1ãÁ��¿IÙPÑ�Ý¼Ù�Øiß�é¼ÙVì
ç½ß�¾�ÝRÚyÙ�ØiÝ¼ÙzÖ[ÕÁÖ]ÚVé½çRÚ À½ç¼ÙzÝ½Ý¼ÙzífÙy½½é½ç½Ý�À½ç�½RÚ¹É��f
�Ê���Ú�ÒRÙPÑ�Ý½×1Õ©Øiß�é½è�Ü½ß�è�é½×
½½é½çSÆ�ß[Ù�¿6ØiÜ�ÒÇÚ
Þ¼×©Ö]ÚVÓ�ß[Ø0Ã�ç½á
Ð�ÙVÒRÕ�ÕI½½é¼Ù�Øiß�×*Å�Ù�Ð&)FÕiÜ½ß[ÙzÖ¼æ�½½é½ç½Ô¼Õ8¿È½RÚVéRÚ@¿IÕiß�é½×ÇÆ�ß�ç>Å�Ù�Ð&)FÕiÜ½ß[ÙzÖ)ç�éRÚzØ�Øiß[ÙPÃ�Ý½ç�ÃÌ¿IÕ9Ñ)Þ¼è�Ý½çH¿OçËÙ@½½é¼Õcì
ÞRÕcÒHÃ�Ó�ß[Ø0Ã�ß�é¼Õ8Ð�ÙzÖ]ÚVÝ½ç¼Õ8¿×¿Oç½Ý½çH¿Oç½á
Ú À½ç½ç Ý¼ÕiÜ�Ùzß[Ùzé¼ÙzífÙ�Ä�è�Ý½Ü�À½ç¼ÙzÝRÚ
ÒÇÚ���ë�ÙVÒ¼è�Ô½ç½Ö)ßzÚVÜ½çH¿$Ù�ÐzéRÚVáfÙ�¿ÈÅ]ÙVì
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é¼Ùzå)Õ�Õ�ÝRÚ�ÔRÚ
ÒH¾�Ý¼Ù�ÕN½½é½çHÐVÒ¼ç�Ñ�ÕiÝ½ç¼Õ�æÇÝ¼ÕcÒ¼ç½Ý¼Õiä½Ý½è�Ó�¿IÙ�Þ¼èÎ¿IÙPÑ�Ý¼Ù�á
ÚVß[Õ8¿¿ÝRÚVä½ß�ç;Ô½ç¼ØcÒRÕiÝ½Ý¼Ù½æ¼ç¼Ø9½¼ÙVÒH¾�á�è�Ã
½¼Ù�Þ�Å]Ù�ÞHÃ>Ù�ç½ä&ç½ß[ÕiéRÚ À½ç¼ÙzÝ½Ý½×©ä9Ú
Ò¼ífÙzé½ç½ß
¿©�

Ë*¿IÕ�Øiß[Õ�Ø�ß[Õ8¿©æxÙ�Ð@Ù)Õiä�Ü�ÒÇÚzØ�ØiçHÄ�ç½Ü�Ú À½ç½ç�Ö�×1Øiå�ç>Å6¿IÙ�Þ�Þ½ÒHÃ9è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã�êFë Ø¹½½é¼Ùzç½á�Ö[ÙVÒH¾�Ý½×L¿
½¼Ùzß[ÕiÝ�À½çRÚ
ÒRÙ�¿

V (r)
æzÖ[Ù�Ù�Ð@Ù)ÕÆífÙzÖ[ÙzéoÃxæ�Ý¼Õ*½¼Ù�Øiß�é¼Ù�ÕiÝ¼Ù½�
Ë0ÝRÚzØiß[ÙPÃ>Ù)Õiä�éRÚ@Ð�Ùzß[ÕL¿O×Ô½½×©ßzÚzÕ8¿IØ0Ã�Ùzß�Ö[Õiß�ç½ß�¾

ÝRÚ�ØcÒRÕcÞ¼è�ÓiÙ�ç½ä Ö[Ù@½½é¼Ù�Ø�Û
å$�
â8è�(,� ã&� ã&�-�Há è�é���.HæHã �

V (r) / è¹á��Há
�Há@ì&æ��>é9â8ë
æ�%0� ã&à����ýê æ�� à#é8ê á�%×â8èIà��
ë
è��9à��
jmj / ãeè¹ã@ë+1 é��é9ë
á è¹á0à��2%-� æHã&�Hã3� á��-���Hã&�>é��Hæ�%

ω 4'5 á316�Há7�Hæ / �@à�á��@é8�Hã�ê9��é9ë
á è¹á0à��2%
(
ë
á���é������2%

)
á�:&;@é8�Ûê��2���æHâ<�HæHè�é8��(=�Há�%Kà�ã&: á è�� / ��æHâ<��é����Há>�Há â8èIà�á æHè�(Ìê âPéSê æ�� à#é8ê���éNâ8èIà��
ë
è��9à�� / â8á á è�ê@é9è¹â8è�ê��=?'@¹æ�éA è¹æ��B�Hã&à�ã �çé9èIà�ã � / ì&ã&à�ã&�Hè¹æ@à�á@ê ã�êC�@à�æ A è¹á
� / ��è¹á$�0à��oì&æ���ê æ�� à#é8ê����Ìâ8èIà��
ë
è��9àÎâD� ã&�������³è¹á���Há
�Há@ì&æ��>é9â8ë
æ��E� ã&à���� á
�³æF���Hã&�>é��Hæ����Væ

ω / ��é
1íã&@¹æ��VæÌêG� ã&� ã&���Há
�B� æHã&�Hã3� á���é / ��éLâ��=@�é9â8è�ê��oé9è9H
ë�Ù�ÝRÚVå)Õ8¿Oèe¿OÝ¼ÕiÝ½ç½Ó)æÇÖ�ØcÒ¼è�ÔRÚzÕ�Ùzß�ßzÚ
Ò¼Ü½ç½Ö]ÚVÓiÙ�ç>Å6Ö�á
ÚVçH¿IÙ�ÞRÕiä¼Øiß�Ö�ç½ä Á σ = � 1

ÂÆÞ½ÒHÃ&Øiß�é½è�Ü½ß�è�é
Ø�Ý½è
ÒRÕiÖ�×L¿öß[Ù@½¼ÙVÒRÙzí�ç½Ô¼Õ�ØiÜ½çH¿ á
ÚVéoÃ�ÞRÙ�¿

m = 0
ÝRÚKÆ�ß[ÙzßËÖ[Ù@½½é¼Ù�Ø¹¿IÙPÑ�Ý¼Ù Ùzß�Ö[Õiß�ç½ß�¾Î½¼ÙVÒRÙPÑ�ç½ß[ÕcÒH¾�Ý¼Ù½�

Ë Ù�ØiÝ¼ÙzÖ[Õe½½é¼ÕcÞ½ÒÇÚVíiÚzÕ8¿IÙzífÙ¿ÝRÚ@¿Oç�½¼Ù�Þ�Å]Ù�ÞÇÚ0ÒRÕ9Ñ�ç½ß$Øiß�é¼ÙzífÙ�Õ;è�ß�Ö[ÕiéoÑ)ÞRÕiÝ½ç¼Õ9Ù�ß[Ù�¿©æXÔ½ß[Ùª½½é½çÇÄ�ç½Ü�ì
Øiç½é¼ÙzÖ]ÚVÝ½Ý½×*Å

m
æ
ω
ç
V (r)

Ö[Ø�Õ6é¼Õiå)ÕiÝ½ç�Ãöè�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã Á �
ÂcæÆØiß�é¼Õ8¿�Ã>Ù�ç¼Õ�Ø0Ã Ü Ý½è
Ò¼Ó ½½é½ç
r ! 1ç è
ÞRÙzÖzÒRÕiß�Ö[ÙzéoÃ�ÓiÙ�ç¼Õ�Ý¼ÕiÜ�Ùzß[Ùzé½×L¿¿ÞRÙ@½¼ÙVÒ¼Ý½ç½ß[ÕcÒH¾�Ý½×L¿·Ùzí�éRÚVÝ½ç½Ô¼ÕiÝ½ç�Ã�¿©æ�¿IÙzí�è�ß�Ðz×©ß�¾K½¼Ù�ØißzÚVÖzÒRÕiÝ½× Ö[Ù

Ö�á
ÚVçH¿OÝ¼ÙVì�Ù�Þ¼Ý¼Ùzá�ÝRÚ�Ô½Ý¼Ù�Õ Ø�Ù�Ùzß�Ö[Õiß[Øiß�Ö�ç¼Õ�Ø�ß[ÙzÔ½Ü�Ú@¿Oç0Ô½ç¼ØcÒRÙzÖ[Ùzäª½½éoÃ�¿IÙzä
R
�UãXß[Ù è�ß�Ö[ÕiéoÑ)ÞRÕiÝ½ç¼Õ�æFÖMØ�ÙVì

Ö[ÙzÜ½è�½½Ý¼Ù�Øiß�ç6Ø'Õ9Ù)Õ�Ý¼Õ�ØiÜ�ÙVÒH¾�Ü½çH¿Oç6ß[ÙzÔ½Ý½×L¿Oç;è�ß�Ö[ÕiéoÑ)ÞRÕiÝ½ç�Ã�¿OçFæ Ùzß�Ý¼Ù�Ø0Ã>Ù�çH¿Oç¼Ø0Ã&Ü;ØcÒ¼è�ÔRÚVÓ
σ = � 1

æ
½¼Ùzá�Ö[ÙVÒHÃ½Õiß�ØiÖ[Õ�Øiß�çK½½é¼Ù@À¼Õ�Ø�ØL½¼Ùzç¼ØiÜ�Ú�Ý¼ÕcÒ¼ç½Ý¼Õiä½Ý½×*Å%¿IÙ�Þ�Ü�éRÚzØ�Ø8¿IÙzß�é¼ÕiÝ½ç½Ó ë
á���é����Há�%'Ù�ÐVÒÇÚzØiß�ç�Ö�Ý¼ÕiÜ�ÙVì
ß[Ùzé¼Ù�¿�½½é¼Ù�Øiß�éRÚVÝ¼Øiß�Ö[Õç½RÚVéRÚ@¿IÕiß�é¼ÙzÖ¼�Çë<é½çÎÆ�ß[Ù�¿¿Ý½ç½Ü�ÚVÜ�Ùzä9Ú ½½é½ç¼Ùzé½Ý¼Ùzä;ç½ÝHÄ'ÙzéH¿�Ú À½ç½ç&Ù�Ä'ÙzéH¿IÕ<ç¼ØiÜ�ÙVì
¿O×*Å é¼Õiå)ÕiÝ½ç½äMÝ¼Õ<ß�é¼Õ8Ðzè[Õiß[Ø0Ãx�

ÓI½½ç¼ØfÚVÝ½Ý½×©äK¿IÕiß[Ù�Þ�½¼Ù�Øiß�é¼Ù�ÕiÝ½ç�Ã�Ö�ç>Å�é¼ÕiÖ�×*Å�Øiß�é½è�Ü½ß�è�éSÃ�ÖzÒHÃ½Õiß[Ø0Ã)Ù�Ð�Ù�Ð@Ù)ÕiÝ½ç¼Õ8¿r½¼Ù�Þ�Å]Ù�ÞÇÚ�æzéRÚVá�Ö�ç�ì
ß[ÙzífÙ±Ö�éRÚ@Ð�Ùzß[Õ¹É Ò��JÊÇÞ½ÒHÃ�Ù�Þ¼Ý¼Ù�¿IÕié½Ý¼ÙzífÙ)è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�ÃËêFë��½ãXß[ÙzßS½¼Ù�Þ�Å]Ù�ÞMè[Ø9½¼Õiå�Ý¼Ù±ç¼Ø9½¼ÙVÒH¾�áfÙzÖ]Ú
ÒRØ0Ã�Þ½ÒHÃ
éRÚzØiÔ¼ÕißzÚ6Ù�Þ¼Ý¼Ù�¿IÕié½Ý½×*Å¿ØißzÚ À½ç¼ÙzÝRÚVé½Ý½×*Å$é¼Õiå)ÕiÝ½ç½ä�Þ½ÒHÃ
½¼Ùzß[ÕiÝ�À½çRÚ
ÒRÙzÖ

V (x)
éRÚVáiÒ¼ç½Ô½Ý¼ÙzífÙ6Ö�ç�ÞÇÚ
É Ò�Ò Ê�æ

Ú�ßzÚVÜ�Ñ�Õ�Ö�á
Ú
ÞÇÚ�Ô¼Õ)Ø±Ý¼Õ�Ù�Þ¼Ý¼Ùzé¼Ù�Þ¼Ý¼Ùzäª½¼Ù%½½é¼Ù�Øiß�éRÚVÝ¼Øiß�Ö�è;Ý¼ÕcÒ¼ç½Ý¼Õiä½Ý¼Ù�Øiß�¾�Ó Á σ = σ(x)
ÂçÉ Ò�} Ê��Rë�Ù�¿OçH¿IÙ

ØfÚ@¿IÙzäöÖ[ÙzáP¿IÙPÑ�Ý¼Ù�Øiß�ç ÝRÚVä½ß�ç ØißzÚ À½ç¼ÙzÝRÚVé½Ý½×1Õ6Øiß�é½è�Ü½ß�è�é½×'æ�ÞÇÚVÝ½Ý½×©äÇ½¼Ù�Þ�Å]Ù�Þí½¼Ùzá�Ö[ÙVÒHÃ½Õiß�ÝRÚVíqÒHÃ�Þ¼Ý¼Ù
½½é¼ÕcÞRØißzÚVÖ�ç½ß�¾ Ø�Õ8¿IÕiä¼Øiß�Ö]Ú¿ÝRÚVä�ÞRÕiÝ½Ý½×*Å ØißzÚ À½ç¼ÙzÝRÚVé½Ý½×*Å Øiß�é½è�Ü½ß�è�é Ö¿Ö�ç�ÞRÕ9Ü½é½ç½Ö�×*Å ÝRÚ�Ý¼ÕiÜ�Ùzß[Ùzé¼Ùzä
½�ÒRÙ�ØiÜ�Ù�Øiß�çý½RÚVéRÚ@¿IÕiß�é¼ÙzÖ¼�
IV±KJMLON�PRQF·�LL´'STQVURQ�¶WQYXS¸

#OÚzØ�Ø8¿IÙzß�é½çH¿ Þ¼Ö�è>¿IÕié½Ý¼Ù�Õ'è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç¼Õ Á ��Âcæ½á
Ú ½½ç¼ØfÚVÝ½Ý¼Ù�Õ'Ö�½¼ÙVÒHÃ�é½Ý½×*Å Ü�Ù�Ùzé[Þ¼ç½ÝRÚVßzÚ�Å
(r, ϕ)

Û

i	 t = � 	 r r � 1
r 	 r � 1

r2
	 '' + V (r, ϕ)	 � σ	 j	 j2. Á 	�Â

Ë;ÞÇÚ
ÒH¾�Ý¼Õiä½å)Õ8¿eÐzè
ÞRÕ8¿Î½½é¼ÕcÞH½¼ÙVÒÇÚVíiÚVß�¾¼æ
Ô½ß[ÙF½¼Ùzß[ÕiÝ�À½çRÚ
ÒSÃ�ÖzÒHÃ½Õiß[Ø0Ã�éRÚ
Þ¼çRÚ
ÒH¾�Ý¼ÙzäSÄ�è�Ý½Ü�À½ç¼ÕiäFæ
V (r, ϕ) �

� V (r)
�+#_Õiå)ÕiÝ½ç�Ã�è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã Á 	�Âcæ[Ù@½½ç¼Øi×©Ö]ÚVÓiÙ�ç¼Õ1ØißzÚ À½ç¼ÙzÝRÚVé½Ý½×1ÕyØ�Ù�Øiß[ÙPÃ�Ý½ç�Ã�Ü�ÙzÝ�ÞRÕiÝ¼ØfÚVßzÚ�æ[ç�Ù�è�ß[Ø0Ã

Ö�Ö�ç�ÞRÕ
	( t, r, ϕ) = e� i! tψ(r, ϕ), Á �
Â

íqÞRÕ�Ý¼Õ�á
ÚVÖ�ç¼Ø0Ã>Ù�Ú Ã;Ùzß�Ö�é¼Õ8¿IÕiÝ½çýÄ�è�Ý½Ü�À½ç�Ã
ψ(r, ϕ)

Ã�ÖzÒHÃ½Õiß[Ø0ÃMé¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ8¿¿è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã

ψr r + 1
rψr + 1

r2
ψ'' + (ω � V (r))ψ + σjψj2ψ = 0,

è
ÞRÙzÖzÒRÕiß�Ö[ÙzéoÃ>ÃØ½½é½çØÆ�ß[Ù�¿¿í�éRÚVÝ½ç½Ô½Ý½×L¿ è[ØcÒRÙzÖ�ç�Ã�¿ ÝRÚ¹Ð�Õ�ØiÜ�ÙzÝ¼ÕiÔ½Ý¼Ù�Øiß�çFÛ
lim

r !1
ψ(r, ϕ) = 0.
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ï�ð�ñ#¦ ¢�ò�­�¦
§oóo¯#¤#¬Ìô@¦
õ>ó
­�óoö�¬9¢�ò>¯#÷*ø
§o÷*ù�¤#ð9¢�¬�¯#¤#ú×ô ¢�ûeü�óoð�ù�¬�ö�óý§o¤#ø�ü�¬�§o÷*ø
ð�ö¹ü�þ>õ>ö�þ�ü �����

#_Õiå)ÕiÝ½ç�ÃxæRØ�Ù�Ùzß�Ö[Õiß[Øiß�Ö�è�ÓiÙ�ç¼Õ'Ö�ç>Å�é¼ÕiÖ�×L¿ Øiß�é½è�Ü½ß�è�éRÚ@¿ Á ËLÚFÂcæ½çH¿IÕiÓ�ß�Ö�ç�Þ
ψ(r, ϕ) = e� im' v(r), Á 

Â

íqÞRÕ
m = 0, � 1, . . .

ç
jmj 	 ß[Ù@½¼ÙVÒRÙzí�ç½Ô¼Õ�ØiÜ½ç½ä;á
ÚVéoÃ�ÞeËLÚ��½àÆÕiá�Ùzí�éRÚVÝ½ç½Ô¼ÕiÝ½ç�ÃMÙ�Ð@Ù�Ý¼Ù�Øiß�çe¿O×íÐzè
ÞRÕ8¿

ØiÔ½ç½ßzÚVß�¾¼æ¼Ô½ß[Ù
m > 0

��Z±è�Ý½Ü�À½ç�Ã
v(r)

Ã�ÖzÒHÃ½Õiß[Ø0ÃËÞRÕiä¼Øiß�Ö�ç½ß[ÕcÒH¾�Ý½×L¿·é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ8¿ è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã

vr r + 1
r vr + (ω � V (r))v � m2

r2
v + σv3 = 0. Á �P�
Â

îÆé¼Õ8Ð�ÙzÖ]ÚVÝ½ç¼Õ)é¼Õií�è
ÒHÃ�é½Ý¼Ù�Øiß�ç6Ö[ÙVÒ¼Ý¼ÙzÖ[Ùzä6Ä�è�Ý½Ü�À½ç½çý½½é½ç
r = 0

á
Ú
ÞÇÚzÕißMÚzØiçH¿�½½ß[Ùzß�ç½Ô¼Õ�ØiÜ�Ù�Õ�½¼ÙzÖ[ÕcÞRÕiÝ½ç¼Õ
Ä�è�Ý½Ü�À½ç½ç

v(r)
½½é½ç

r ! +0
Û

lim
r ! +0

v(r)
rm = c 6= �1 . Á ����Â

�<é¼Ù�¿IÕ<ß[ÙzífÙ½æ�Ä�è�Ý½Ü�À½ç�Ã
v(r)

ÞRÙVÒHÑ�ÝRÚ�è
ÞRÙzÖzÒRÕiß�Ö[ÙzéoÃ�ß�¾�è[ØcÒRÙzÖ�ç½Ó³½½é¼Ù�Øiß�éRÚVÝ¼Øiß�Ö[ÕiÝ½Ý¼ÙzäMÒRÙzÜ�Ú
Ò¼ç½á
Ú À½ç½ç
lim

r ! + 1
v(r) = 0. Á �PÒ
Â

�'ÒHÃMØißzÚ À½ç¼ÙzÝRÚVé½Ý¼ÙzífÙ�Ø�Ù�Øiß[ÙPÃ�Ý½ç�Ã Á �
ÂÆÙ@½½é¼ÕcÞRÕcÒ¼çH¿ Ý¼ÙzéH¿Oç½é¼ÙzÖ]ÚVÝ½Ý¼Ù�Õ±Ô½ç¼ØcÒRÙ�ÔRÚzØiß�ç�ÀMÜ�ÚVÜ
N (	) � 1

2π

Z 2�

0
dϕ

Z 1

0
r jψ(r, ϕ)j2 dr.

ËÆÙ�Ù�Ð@Ù)Õ©ífÙzÖ[ÙzéoÃxæ[ç½Ý½ß[Õií�éRÚ
Ò Á �P}
ÂIØ4Å]Ù�Þ¼ç½ß[Ø0Ã�Ý¼ÕÆÞ½ÒHÃ�Ö[Ø0Ã�Ü�ÙzífÙ±ØißzÚ À½ç¼ÙzÝRÚVé½Ý¼ÙzífÙ�é¼Õiå)ÕiÝ½ç�Ã Á �
Âc�
Ë*¿IÕ�Øiß[ÕyØß[Õ8¿©æzØ*Ä�ç½á�ç½Ô¼Õ�ØiÜ�Ùzä)ß[ÙzÔ½Ü½ç�á�é¼ÕiÝ½ç�Ã�ç½Ý½ß[Õié¼Õ�ØiÝ½×¿ß[ÙVÒH¾�Ü�Ù�Ø�Ù�Øiß[ÙPÃ�Ý½ç�Ãxæ Å�ÚVéRÚVÜ½ß[Õié½ç½á�è�ÓiÙ�ç¼Õ�Ø0Ã�Ü�ÙzÝ¼ÕiÔ½Ý¼Ùzä
Ö[ÕcÒ¼ç½Ô½ç½Ý¼Ùzä

N
æRßzÚVÜ&Ü�ÚVÜ6Ô½ç¼ØcÒRÙ�ÔRÚzØiß�ç�ÀFæ Ù�ÐzéRÚVá�è�ÓiÙ�ç>Å;é¼ÕfÚ
ÒH¾�Ý½×©ä6Ü�ÙzÝ�ÞRÕiÝ¼ØfÚVßVæxÜ�ÙzÝ¼ÕiÔ½Ý¼Ù½�xë<é½çýÆ�ß[Ù�¿

Ö[Ùzá�Ý½ç½Ü�ÚzÕiß�ÞRÙ@½¼ÙVÒ¼Ý½ç½ß[ÕcÒH¾�Ý¼Ù�Õ±è[ØcÒRÙzÖ�ç¼Õ<Þ½ÒHÃ Ö�ç>Å�é¼ÕiÖ[ÙzífÙ�é¼Õiå)ÕiÝ½ç�Ã Á 

ÂcÛ

N (ψ) = N (v) �
Z 1

0
rv2(r) dr < 1 . Á �P}
Â

î_ÚVÜ½çH¿ Ù�ÐzéRÚVáfÙ�¿©æ�½½é½ç;á
Ú
ÞÇÚVÝ½Ý¼Ù�¿
m
éRÚzØiÔ¼Õiß�Ö[ÙVÒ¼Ý¼ÙzÖ[Ùzä6Ä�è�Ý½Ü�À½ç½ç

	( t, r, ϕ)
æ Ù@½½ç¼Øi×©Ö]ÚVÓiÙ)Õiä6ØißzÚ À½ç�ì

ÙzÝRÚVé½Ý¼Ù�Õ�Ø�Ù�Øiß[ÙPÃ�Ý½ç¼Õ�Ö�ç�ÞÇÚ Á �
Â¯â Á 

ÂcæÇØiÖ[Ù�Þ¼ç½ß[Ø0Ã&Ü&Ùzß�×1ØiÜ�ÚVÝ½ç½Ó�Ø�Ù�Ùzß�Ö[Õiß[Øiß�Ö�è�ÓiÙ)Õiä9Õiäe½RÚVé½×
(ω, v(r))

æ
íqÞRÕçÄ�è�Ý½Ü�À½ç�Ã

v(r)
Ã�ÖzÒHÃ½Õiß[Ø0ÃMé¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ8¿¿è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã Á �P�
ÂÁç è
ÞRÙzÖzÒRÕiß�Ö[ÙzéoÃ½Õiß�è[ØcÒRÙzÖ�ç�Ã�¿ Á ����Â¯â Á �P}
Âc�

[ç±K\^]�Q'P_STLLµ`L'aS¸�N�QF·S¸¹µMab]¹µ�¶>c>QOd�QLµ2efLOd�Lga�L<¶>hiL<¶WQ
Ë Ù�ØiÝ¼ÙzÖ[ÕÌ½½é¼ÕcÞ½ÒÇÚVíiÚzÕ8¿IÙzífÙ
¿IÕiß[Ù�ÞÇÚ&ÒRÕ9Ñ�ç½ß9Þ¼ç½ÝRÚ@¿Oç½Ô¼Õ�ØiÜ�Ú Ã ç½Ý½ß[Õié�½½é¼ÕißzÚ À½ç�Ã è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã Á �P�
ÂcæÞRÙ@½¼ÙVÒ¼Ý¼ÕiÝ½ÝRÚ Ã�Ý¼ÕiÜ�Ùzß[Ùzé½×L¿Oç Øiß�é¼Ùzí�çH¿Oç�è�ß�Ö[ÕiéoÑ)ÞRÕiÝ½ç�Ã�¿OçF����Õiä¼Øiß�Ö�ç½ß[ÕcÒH¾�Ý¼Ù½æ�Ø©è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç¼Õ8¿ Á �P�
ÂOØiÖ�Ã�ìá
ÚVÝRÚ�Ý¼ÕfÚVÖ�ß[ÙzÝ¼Ù�¿OÝRÚ Ã&Þ¼ç½ÝRÚ@¿Oç½Ô¼Õ�ØiÜ�Ú Ã9Øiç¼Øiß[Õ8¿�Ú�æÇß�éRÚzÕiÜ½ß[Ùzé½ç½ç6Ü�Ùzß[Ùzé¼Ùzä

(v, vr , r)
½½é½ç

r 2 (0; 1 )
½¼ÙVì

é¼ÙPÑ)ÞÇÚVÓ�ß[Ø0Ã�é¼Õiå)ÕiÝ½ç�Ã�¿Oç
v(r)

è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã Á �P�
Âc�]ë<é½ç%Æ�ß[Ù�¿©æ[Ö�Øiç�Ò¼è�í�éRÚVÝ½ç½Ô½Ý½×*Å�è[ØcÒRÙzÖ�ç½ä Á ����Â¯â Á �PÒ
Âcæç½Ý½ß[Õié¼Õ�ØF½½é¼ÕcÞRØißzÚVÖzÒHÃ�Ó�ß±ß[ÕÆß�éRÚzÕiÜ½ß[Ùzé½ç½ç�ÞÇÚVÝ½Ý¼Ùzä�Øiç¼Øiß[Õ8¿O×'æ�Ü�Ùzß[Ùzé½×1ÕÆÞRÙ�ØißzÚVß[ÙzÔ½Ý¼ÙSÐz×1Øiß�é¼Ù�Øiß�é¼Õ8¿�Ã�ßzì
Ø0Ã Ü éRÚVÖ�Ý¼ÙzÖ[Õ�Øiç½Ó

v = vr = 0
½½é½ç

r ! 1
çMÝ¼Õ�Øiß�é¼Õ8¿�Ã�ß[Ø0ÃMÜØÐ�Õ�ØiÜ�ÙzÝ¼ÕiÔ½Ý¼Ù�Øiß�çr½½é½ç

r ! 0
�

ë<é¼ÕcÞ½ÒRÙPÑ�ÕiÝ½ç¼ÕË��æ½Ø8Ä'ÙzéH¿Oè
Ò¼ç½é¼ÙzÖ]ÚVÝ½Ý¼Ù�Õ'Ö�éRÚVáiÞRÕcÒRÕVÕ¼��������æH½¼Ùzá�Ö[ÙVÒHÃ½Õiß�Ø�Ù@½¼Ù�ØißzÚVÖ�ç½ß�¾�Ü�Ú Ñ)ÞRÙzäe½¼ÙVì
Ò¼è�ß�éRÚzÕiÜ½ß[Ùzé½ç½çFæ ÞRÙ�ØißzÚVß[ÙzÔ½Ý¼ÙÎÐz×1Øiß�é¼Ù Øiß�é¼Õ8¿�Ã>Ù)Õiä¼Ø0Ã6Ü&éRÚVÖ�Ý¼ÙzÖ[Õ�Øiç½Ó

v = vr = 0
½½é½ç

r ! 1
æ¼ÞRÕiä�ì

Øiß�Ö�ç½ß[ÕcÒH¾�Ý¼Ù�Õ�Ô½ç¼ØcÒRÙ
C
çFæ ÝRÚzÙ�Ð�Ùzé¼ÙzßVæUØ�Ù@½¼Ù�ØißzÚVÖ�ç½ß�¾;Ü�Ú Ñ)ÞRÙ�¿Oè

C
ÕcÞ¼ç½Ý¼Øiß�Ö[ÕiÝ½Ý½è�Ó ½¼ÙVÒ¼è�ß�éRÚzÕiÜ½ß[Ùzé½ç½Ó

ßzÚVÜ�ÙzífÙ ß�ç�½RÚ��#ËÁÖ[ÕcÞRÕ8¿ Ö�éRÚzØ�Ø8¿�ÚVß�é½ç½Ö]ÚzÕ8¿IÙ�¿ ½½é¼Ù�Øiß�éRÚVÝ¼Øiß�Ö[Õ
(v, vr , r)

Ø�ÕiÜ½è�Ù�è�Ó�½�ÒRÙ�ØiÜ�Ù�Øiß�¾
r = r1

æ
íqÞRÕ

r1 2 (0,1 ) 	 Ý¼ÕiÜ�Ùzß[Ùzé¼Ù�ÕSÄ�ç½Ü�Øiç½é¼ÙzÖ]ÚVÝ½Ý¼Ù�Õ±Ô½ç¼ØcÒRÙ½�Rë�ÙVÒ¼è�ß�éRÚzÕiÜ½ß[Ùzé½ç½çFæÇØ�Ù�Ùzß�Ö[Õiß[Øiß�Ö�è�ÓiÙ�ç¼Õ'éRÚVáiì
Ò¼ç½Ô½Ý½×L¿©æzÝ¼Ù�Ý¼Õ9½½é¼Õié½×©Ö�Ý¼ÙV¿IÕiÝ�Ã�ÓiÙ�çH¿IØ0Ã)á�ÝRÚ�Ô¼ÕiÝ½ç�Ã�¿r½RÚVéRÚ@¿IÕiß�éRÚ

C
æVÙ�ØißzÚVÖ�Ã�ß�ÝRÚ1ÞÇÚVÝ½Ý¼Ùzä�½�ÒRÙ�ØiÜ�Ù�Øiß�ç

Ý¼ÕiÜ�Ùzß[Ùzé½è�Ó Ü½é½ç½Ö�è�Ó)æ�Ü�Ùzß[Ùzé½è�Ó�¿O× Ù�Ð�Ùzá�ÝRÚ�Ô½çH¿
γ+
�
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V
c

V r

0

g-

g+

r1

r

c

( , )V V r

jlknm o�p3o�qsr tnu&v wnx y{z=v r3w=k=kW|�k=}nx3~�k=�=y
m�z&r3�7m�knm�v y
~�����p
���<���=r�m�v w=r3y{}=}=�2yD|nt=�7}=y{z&r3v r3w=�R���{}nx��=y{}=k=���nx wnx��~�y{v w=r3�
c
k

C
}nxDk=}=v y{w=��x�t�x��

(0; r1)
k

(r1;∞)
m�r3r3v �3y{v3m�v �3y{}=}=rno

Ú0Þ¼é½è�ífÙzä�Øiß[Ùzé¼ÙzÝ½×'æ[ç½áyë<é¼ÕcÞ½ÒRÙPÑ�ÕiÝ½ç�ÃÎÒ<éRÚVáiÞRÕcÒÇÚVÕ¼����� Ò�ØcÒRÕcÞ¼è[ÕißVæ[Ô½ß[Ù'Ü�Ú Ñ)ÞRÙzä�Ý¼Õ�Øiç½Ý½í�è
ÒHÃ�é½Ý¼Ùzä
½½é½ç

r ! 0
½¼ÙVÒ¼è�ß�éRÚzÕiÜ½ß[Ùzé½ç½çÇ¿IÙPÑ�Ý¼Ù0Ø�Ù@½¼Ù�ØißzÚVÖ�ç½ß�¾0Þ¼é½è�ífÙ�Õ ÞRÕiä¼Øiß�Ö�ç½ß[ÕcÒH¾�Ý¼Ù�Õ;Ô½ç¼ØcÒRÙ

c
çFæIÝRÚzÙ�Ð�ÙVì

é¼ÙzßVæÁÒ¼ÓyÐ�Ù�¿Oè ÞRÕiä¼Øiß�Ö�ç½ß[ÕcÒH¾�Ý¼Ù�¿OèöÔ½ç¼ØcÒ¼è
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ÒHÃ�é½Ý½è�Ó
½½é½ç

r ! 0
½¼ÙVÒ¼è�ß�éRÚzÕiÜ½ß[Ùzé½ç½Ó)���yÝRÚ
ÒRÙzí�ç½Ô½Ý¼Ù½æRéRÚzØ�Ø8¿�ÚVß�é½ç½Ö]Ú Ãr½¼ÙVÒ¼è�ß�éRÚzÕiÜ½ß[Ùzé½ç½çFæ Ø�Ù�Ùzß�Ö[Õiß[Øiß�Ö�è�ÓiÙ�ç¼Õ

éRÚVáiÒ¼ç½Ô½Ý½×L¿ á�ÝRÚ�Ô¼ÕiÝ½ç�Ã�¿
c
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ç
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c
ç
C
���xÚ
ÞÇÚ�ÔRÚ�Ô½ç¼ØcÒRÕiÝ½Ý¼ÙzífÙ)ÝRÚ�Å]ÙPÑ)ÞRÕiÝ½ç�Ã ß[ÙzÔ¼ÕiÜÌ½¼Õié¼Õ�Ø�ÕiÔ¼ÕiÝ½ç�Ã
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ç
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¿IÙPÑ�Õiß�Ðz×©ß�¾�é¼Õiå)ÕiÝRÚ)Øy½¼Ù�¿IÙ@ÙS¾�Ó ØißzÚVÝ�ÞÇÚVé½ß�Ý½×*Åe¿IÕiß[Ù�ÞRÙzÖ�é¼Õiå)ÕiÝ½ç�ÃËá
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ÞÇÚ�Ô½ç;��ÙVì
å�çFæ@½½è�ß[Õ8¿&Ô½ç¼ØcÒRÕiÝ½Ý¼ÙzífÙç½¼Ù�Øiß�é¼Ù�ÕiÝ½ç�Ã�çeÜVØiå�ç½Ö�Ü½ç?ÝV½¼ÙVÒ¼è�ß�éRÚzÕiÜ½ß[Ùzé½ç½äFæ
½¼Ù�Øiß�é¼Ù�ÕiÝ½Ý½×*Å�½½é½ç

0< r < r1ç
r > r1 Á Ø8¿©�Ré½ç¼Ø��U��Âc�?ÚÁÙ�Ùzß�Ö[Õiß[Øiß�Ö�è�ÓiÙ�ç½ä9Ú
Ò¼ífÙzé½ç½ß
¿�½½é¼ÕcÞRØißzÚVÖzÒHÃ½Õiß Ø�Ù�Ð�Ùzä�ÜVØiÜ�ÚVÝ½ç½é¼ÙzÖ]ÚVÝ½ç¼Õ@Ý Á ½¼Õcìé¼Õ8Ð�Ùzé�ÂyéRÚVáiÒ¼ç½Ô½Ý½×*Å6á�ÝRÚ�Ô¼ÕiÝ½ç½ä6½RÚVéRÚ@¿IÕiß�é¼ÙzÖ
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C
ç9Ù@½½ç¼ØfÚVÝr½¼Ù�Þ¼é¼Ù�ÐzÝ¼Õ�Õ�ÖËéRÚVáiÞRÕcÒRÕ��������#ËÁ×LÐzç½éRÚ Ã

å�ÚVí6ØiÜ�ÚVÝ½ç½é¼ÙzÖ]ÚVÝ½ç�Ã ÞRÙ�ØißzÚVß[ÙzÔ½Ý¼Ù×¿�Ú
Ò¼×L¿©æ*¿IÙPÑ�Ý¼Ù
½¼Ù�Øiß�é¼Ùzç½ß�¾¿Ü½é½ç½Ö�×1Õ
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ç
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Ø;Ý¼Õ�Ù�Ð8Å]Ù�Þ¼çH¿IÙzä
ß[ÙzÔ½Ý¼Ù�Øiß�¾�Ó)�

Ë Øiç�Ò¼è�ß[ÙzífÙ½æ½Ô½ß[Ù)Ô½ç¼ØcÒRÕiÝ½Ý¼ÙýÜ�½½é¼Ù�ØiÜ�ÚVÝ½ç½é¼ÙzÖ]ÚVß�¾�ÝÌ¿IÙPÑ�Ý¼Ù)Ò¼ç½åS¾�Ü�ÙzÝ¼ÕiÔ½Ý½×1Õ'ç½Ý½ß[Õié½Ö]Ú
Ò¼× á�ÝRÚ�Ô¼Õcì
Ý½ç½ä¹½RÚVéRÚ@¿IÕiß�é¼ÙzÖ

c
ç
C
æP½½é¼ÕcÞ½ÒÇÚVíiÚzÕ8¿O×©ä�Ú
Ò¼ífÙzé½ç½ß
¿©æzÖ[Ù�Ù�Ð@Ù)ÕÁífÙzÖ[ÙzéoÃxæVÝ¼Õ�½¼Ùzá�Ö[ÙVÒHÃ½Õiß�íiÚVéRÚVÝ½ß�ç½é¼ÙzÖ]ÚVß�¾¼æ

Ô½ß[Ù�ÝRÚVä�ÞRÕiÝ½× Ö[Ø�Õ<Ö�ç>Å�é¼ÕiÖ�×1Õ'Øiß�é½è�Ü½ß�è�é½×'æ¼Ù@½½ç¼Øi×©Ö]ÚzÕ8¿O×1Õ'è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç¼Õ8¿ Á �P�
Âc��Ó1Þ¼ÝRÚVÜ�Ù%¿IÙPÑ�Ý¼Ù�½¼ÙzÜ�Ú
ì
á
ÚVß�¾ Á Ø8¿©� éRÚVáiÞRÕcÒªÕ¼� Ò
ÂcæxÔ½ß[ÙËÖ ØcÒ¼è�ÔRÚzÕ

σ = � 1
Ü Ð�ÙVÒH¾�å�Ú Ã6ÔRÚzØiß�¾�ÝMß�éRÚzÕiÜ½ß[Ùzé½ç½ä0èoÅ]Ù�Þ¼ç½ß ÝRÚÌÐ�Õ�ØiÜ�ÙVì

Ý¼ÕiÔ½Ý¼Ù�Øiß�¾±Ö�Ü�ÙzÝ¼ÕiÔ½Ý¼Ùzä�ß[ÙzÔ½Ü�Õ©ç½Ý½ß[Õié½Ö]Ú
ÒÇÚ
r 2 (0; 1 )

�]ë<é½ç�Æ�ß[Ù�¿�ÙzÜ�ÚVá�×©Ö]ÚzÕiß[Ø0Ãxæ�Ô½ß[Ù�Þ½ÒHÃ�ß[ÙzífÙ�Ô½ß[Ù�Ðz×
íiÚVéRÚVÝ½ß�ç½é¼ÙzÖ]ÚVß�¾¼æ�Ô½ß[Ù�ÝRÚVä�ÞRÕiÝ½×·Ö[Ø�Õ©Ö[ÙzáP¿IÙPÑ�Ý½×1Õ1Ö�ç>Å�é¼ÕiÖ�×1ÕyØiß�é½è�Ü½ß�è�é½×'æzÞRÙ�ØißzÚVß[ÙzÔ½Ý¼Ù�Ùzí�éRÚVÝ½ç½Ô½ç½ß�¾[Ø0Ã
éRÚzØ�Ø8¿IÙzß�é¼ÕiÝ½ç¼Õ8¿·Ü�ÙzÝ¼ÕiÔ½Ý½×*ÅMç½Ý½ß[Õié½Ö]Ú
ÒRÙzÖ

[� c� ; c� ]
ç

[� C � ;C � ]
æ�íqÞRÕ

0< c� , C � < 1
�

� ±K�ÍµRSTL'P�L']��íµ`N�P_]�LOd�¸¹µ^�GPZ´LµR]D� ¶%µ�·S¸C�
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r ! +0
¨

r ! + 1· E¹¸RE¹¸RE�º PRQRY&»�Y]^_L_Y,¼_Yn½9Y]^_L�¾-¿l¼�À½QR^_Y]^_LlÁBÂ
¸�Ã�ÄbÅ�¼_L
r ! + 1#OÚzØ�Ø8¿IÙzß�é½çH¿·è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç¼Õ

vr r + 1
r vr � Q(r)v + �( v) = 0. Á �9Õ�Â
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ËÁÖ[ÕcÞRÕ8¿¿Ö[Ø9½¼Ù�¿IÙzíiÚVß[ÕcÒH¾�Ý½è�Ó Ä�è�Ý½Ü�À½ç½Ó

F (r, u) =
p
r�

 
up
r

!

Á �f�
Â

ç Þ½ÒHÃËÜ½éRÚVß�Ü�Ù�Øiß�çý½½é½çH¿IÕ8¿ ØcÒRÕcÞ¼è�ÓiÙ)Õ�Õ'Ù�Ð�Ùzá�ÝRÚ�Ô¼ÕiÝ½ç¼Õ�Þ½ÒHÃ ÔRÚzØiß�Ý½×*ÅÎ½½é¼Ùzç½á�Ö[Ù�Þ¼Ý½×*ÅxÛ

∂k+ j F (r, u)

∂kr ∂ j u
� Fr k u j (r, u).

º�¼_Y&»OJIPnÆ�Y]^_L_Y�¸REªå$�
â8è�(Ç�����0È2�=�Hë=.HæHæ
Q(r)

�Hã&%��@é9è¹â{�ýè¹ã@ë
á@é
r0 > 0 / ��è¹á

(Q1) Q(r) > ε > 0
�@à�æ

r > r0 /
(Q2) Q(r) 2 C2(r0,+ 1 ) /
(Q3)

R1
r 0

|Q00(r )|
Q3=2(r )

dr < 1 /
ã�È2�=�Hë=.Hæ��

F (r, u) / á��@à#é��@é8��é����Hã �ýâ8á á è��Há���é��Hæ�é8� Á �f�
Â / è¹ã@ë
á@ê ã / ��è¹áF�����É��é9ë
á è¹á0à�á@ì&á
δ > 0

(F1)
�@à�æ

(r, u) 2 (r0,+ 1 ) � (� δ, δ)
â��=@�é9â8è�ê��=?FèÊ��é��@à#é�à���ê�����é6��ã@â8è�����éË�@à�á æ��@ê á�������é

Fr k u j (r, u) / k = 0,1,2 / j = 0,1,2,3 / k + j 6 3 / æ Fr r uu (r, u) /
(F2) F (r,0) = Fu(r,0) = Fr (r,0) = Fr r (r,0) = Fr r u(r,0) � 0 / æ

Fuu (r,0)
á@ì-à�ã&�Hæ��>é��Hã��@à�æ

r > r0 /
(F3)

�@à�æ
(r, u) 2 (r0,+ 1 ) � (� δ, δ)

�Vá316�Háb� ã&�HæHâ4ã@è�(Ìâ<��é����=?'@¹æ�éçá�.�é��Hë
æ�Ì
jFuuu (r, u)j < U0;3(u), jFr uu (r, u)j < U1;2(u), jFr r uu (r, u)j < U2;2(u),

ê�ë
á è¹á0à�����È2�=�Hë=.HæHæ / â8è¹á���@¹æ�é¹â��@à�ã�ê ãÎá èg���Hã@ë
ã���é�à�ã�ê@é��Hâ8è�ê ã / â��=@�é9â8è�ê��=?Fè æªá@ì-à�ã&�Hæ���>é����¡�@à�æ
u 2 (� δ, δ) 4Í�á@ì{� ãnÌ

(a)
�����«��?': á@ì&áØà#é���é��Hæ��

v(r)
�9à�ã�ê���é��Hæ�� Á �9Õ�Â / è¹ã@ë
á@ì&á / ��è¹á p

rv(r) ! 0
�@à�æ

r ! + 1 /â��=@�é9â8è�ê��oé9èg��æHâ<�Há
C / è¹ã@ë
á@é / ��è¹á

v(r)
æ��çé8é9è ã@â8æ��T�Hè¹á è¹æHë=�

v(r) = 1p
r

� Q� 1=4(r) � exp
�

�
Z r

r 0

p
Q(t) dt

�
�
C + o(1)

�
, Á �PÖ
Â

v0(r) = � 1p
r

� Q1=4(r) � exp
�

�
Z r

r 0

p
Q(t) dt

�
�
C + o(1)

�
; Á �
	�Â

(b)
�Hã@á�: á0à�á è / ��������?': á@ì&á7��æHâ<�Hã

C
â��=@�é9â8è�ê��oé9è é�� æ��Hâ8è�ê@é����Há@é�â8èIà#é8�i��@�é8é9â{�
ë9������?M�@à�æ

r ! + 1
à#é���é��Hæ�é

v(r)
�9à�ã�ê���é��Hæ�� Á �9Õ�Â / æ��çé�?'@�é8éçã@â8æ��T�Hè¹á è¹æHë=� Á �PÖ
Â9ä Á �
	�Â 4
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Î�Ï�Ð_Ñ=Ò�Ï�Ó�Ô�Ñ�Õ=Ö'× m<tnr3�3k+�C�¹Øip��ÚÙ��¹Ø�Û���m�r3�3�nx�|�x Ü_v_mlu�m<tnr3�3k+�n~�kC�¹Øip��ÚÙ��¹Ø�Û���v y{r3w=y
~��0p�k=��wnx Ý3r3v �0Þ ß+p<à¹oáOt=��u{|�r3Ý�m�v ��xD~��f�=w=k=�3r
|�kn~,âsr3wn~�u
tnk=w=r3�3z=uG|�x }=}=r3�bv y{r3w=y
~��f�G�=w=k+tnr�ãDy{}=k=kbz�}nx3m�v r��=äiy{��m�v�x v å3y3oÎ�Ï�Ð_Ñ=Ò�Ï�Ó�Ô�ÑCæ�Ö áOt=�Tm<tnu&�nx��Dz=u&Ý3k=�=y
m�z&r3�i}=y�tnk=}=y{�=}=r�m�v k
�( v) = � v3 kn~�y{y
~

F (r; u) = � u3=r
o ç'y{è{z&r�=w=r3�3y{w=k=v ån�+�=v rTu�m<tnr3�3k+���êé�p��ÚÙ��êé�Û����=w=k�ë{v r�~,�3�2�=r tn}+�=Ü_v3mì��oÎ�Ï�Ð_Ñ=Ò�Ï�Ó�Ô�ÑWí�Ö$î m<tnk��=z+x zC�Gu&wnx �3}=y{}=k=k���p
���<�

Q(r ) = V (r ) − ! + m2=r2 �+v rGè8t�x �3}=�2�C�+tny{}�x3m�kn~��+�v r3v k=z=k7��p
ï��ÚÙ���p�ð �l}=y'k=�
~�y{}=k=v3mì���=y
m<tnk��=r tnr�ãTk=v å
Q(r ) = V (r ) − !

oñ�á ë
ã3� ã@è�é8��(
â8è�ê á 4 Ú�½¼Ù�¿IÙ@ÙS¾�Ó�½¼Ù�ÞRØißzÚVÝ¼ÙzÖ�Ü½ç
v(r) = u(r)/

p
r
è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç¼Õ Á �9Õ�ÂZ½½é½ç½Ö[Ù�Þ¼ç½ß[Ø0ÃÜMÖ�ç�Þ¼è

ur r � Q1(r)u + F (r, u) = 0,
íqÞRÕ

Q1(r) = Q(r) � 1/4r2 �Rò'Õií�Ü�Ùr½½é¼ÙzÖ[Õié½ç½ß�¾¼æIÔ½ß[Ù9Õ�ØcÒ¼ç�Ä�è�Ý½Ü�À½ç�Ã
Q(r)

è
ÞRÙzÖzÒRÕiß�Ö[ÙzéoÃ½Õiß0è[ØcÒRÙVì
Ö�ç�Ã�¿ Á�ó ��Â¯â Á�ó }
Âcæ ß[ÙÌÄ�è�Ý½Ü�À½ç�Ã

Q1(r)
ß[ÙPÑ�Õ)è
ÞRÙzÖzÒRÕiß�Ö[ÙzéoÃ½ÕißØÆ�ß�çH¿öè[ØcÒRÙzÖ�ç�Ã�¿©�¬��ØcÒ¼ç6Ðz× ÖzÞRÙ�Ð[ÚVÖ[ÙzÜ

Ä�è�Ý½Ü�À½ç�Ã
F (r, u)

è
ÞRÙzÖzÒRÕiß�Ö[ÙzéoÃ�ÒÇÚ�è[ØcÒRÙzÖ�ç�Ã�¿ Á¹ôDõ ��Â¯â Á¹ôDõ Ò
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ÒRÙ�Ðz× Ý¼Õ9½¼Ù�Øié¼ÕcÞRØiß�Ö[ÕiÝ½Ý¼Ù�ç½á
À½ç½ß�ç½é½è[Õ8¿IÙzä&ß[Õ�Ùzé¼Õ8¿O×'��ö&ÙPÑ�Ý¼Ù½æRÙ�Þ¼ÝRÚVÜ�Ù½æÇè>Ð�ÕcÞ¼ç½ß�¾[Ø0ÃMÖ�ß[Ù�¿©æ¼Ô½ß[Ù�è�ß�Ö[ÕiéoÑ)ÞRÕiÝ½ç¼Õ±ß[Õ�Ùzé¼Õ8¿O× �±Ø�Ù8Å�éRÚ
ì
Ý�Ã½Õiß�Øiç�Ò¼è[æXÕ�ØcÒ¼ç·á
Ú@¿IÕiÝ½ç½ß�¾�è[ØcÒRÙzÖ�ç�Ã Á¹ôDõ ��Â¯â Á¹ôDõ Ò
ÂKÐ�ÙVÒRÕ�Õ;Ù�Ð@Ù�çH¿Oç·è[ØcÒRÙzÖ�ç�Ã�¿Oç Á¹÷ ��Â¯â Á¹÷ }
Âc�O�'ÒHÃÆ�ß[ÙzífÙ Ý¼Õ�Ù�Ð8Å]Ù�Þ¼çH¿IÙØ½½é¼ÙzÖ[Õié½ç½ß�¾¼æFÔ½ß[ÙÌ½½é½ç9Ö�×F½¼ÙVÒ¼Ý¼ÕiÝ½ç½ç0è[ØcÒRÙzÖ�ç½ä Á¹÷ ��Â¯â Á¹÷ }
Â�Ù�ØißzÚVÓ�ß[Ø0Ã0Ø9½½éRÚVÖ[ÕcÞ½Ò¼ç�ìÖ�× ÒRÕ8¿�¿O×�^FÒfâ�^ZÕ éRÚ@Ð�Ùzß�× É Ò��JÊ�� ë<é¼ÙzÖ[Õié½Ü�ÚÌ½¼Ù�ØcÒRÕcÞ¼Ý¼ÕiífÙØÄ±ÚVÜ½ßzÚ%½½é¼Ùzç½á�Ö[Ù�Þ¼ç½ß[Ø0Ã�Ý¼Õ9½¼Ù�Øié¼ÕcÞRØiß�Ö[ÕiÝ½Ý¼Ù½æ
Ø'ç¼Ø9½¼ÙVÒH¾�áfÙzÖ]ÚVÝ½ç¼Õ8¿öéRÚVáiÒRÙPÑ�ÕiÝ½ç½äªÄ�è�Ý½Ü�À½ç½ä

F, Fr , Fu , Fr u , Fuu , Fr r , Fr r u
½¼Ù%Ä'ÙzéH¿Oè
ÒRÕ$ö6ÚVÜ�ÒRÙzé¼ÕiÝRÚ

½¼ÙS½¼Õié¼Õ8¿IÕiÝ½Ý¼Ùzä
u
�HÓ�ØißzÚVß[ÙzÔ½Ý½×©ä Ô�ÒRÕiÝ Á á
Ú ½½ç¼ØfÚVÝ½Ý½×©ä Ö¹Ä'ÙzéH¿IÕiò±ÚVí�éRÚVÝ�Ñ)Ú
Â�½½é½çÌÆ�ß[Ù�¿�Ù@À¼ÕiÝ½ç½Ö]ÚzÕiß[Ø0Ã

ØV½¼Ù�¿IÙ@ÙS¾�Ó è[ØcÒRÙzÖ�ç½ä Á¹÷ }
Âc�Hº'Ú ½½é½çH¿IÕiéFÛ
F (r, u) = 1

2
Fuu (r,0)u2 + 1

6
Fuuu (r, ξ(r, u))u3, jξ(r, u)j < juj,

�
�Fuuu (r, ξ(r, u))u3

�
� < juj3� U0;3(ξ(r, u)) 6 juj3� sup

j � j< juj
U0;3(η).

�yÝRÚ
ÒRÙzí�ç½Ô½Ý½×1ÕNÄ'ÙzéH¿Oè
Ò¼× Ø9½½éRÚVÖ[ÕcÞ½Ò¼ç½Ö�× çËÞ½ÒHÃ Ù�ØißzÚ
ÒH¾�Ý½×*Å è�Ü�ÚVá
ÚVÝ½Ý½×*Å Ö�×©å)Õ<ÔRÚzØiß�Ý½×*ÅÎ½½é¼Ùzç½á�Ö[Ù�Þ½ì
Ý½×*Åx�

ë<é¼ÕcÞ½ÒRÙPÑ�ÕiÝ½ç¼Õ���è[ØißzÚVÝRÚVÖzÒ¼ç½Ö]ÚzÕiß�Ö�á
ÚVçH¿OÝ¼ÙVì�Ù�Þ¼Ý¼Ùzá�ÝRÚ�Ô½Ý¼Ù�Õ&Ø�Ù�Ùzß�Ö[Õiß[Øiß�Ö�ç¼ÕÎ¿IÕ9Ñ)Þ¼è
¿OÝ¼ÙPÑ�Õ�Øiß�Ö[Ù�¿
Øiß�é¼Õ8¿�Ã>Ù�ç>Å]Ø0Ã�Ü�Ý½è
Ò¼Ó�½½é½ç

r ! + 1
é¼Õiå)ÕiÝ½ç½ä�è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã Á �9Õ�Âcæ�ßzÚVÜ½ç>Åxæ[Ô½ß[Ù'Ø4Å]Ù�Þ¼ç½ß[Ø0Ã�Ý¼Õ�Ø�Ù�Ð�Øiß�Ö[ÕiÝ�ìÝ½×©ä6ç½Ý½ß[Õií�éRÚ
Ò R1

r 0
rv2(r) dr

æRçr¿OÝ¼ÙPÑ�Õ�Øiß�Ö[Ù�¿ ÞRÕiä¼Øiß�Ö�ç½ß[ÕcÒH¾�Ý½×*Å6Ô½ç¼Ø�ÕcÒ
R
�½�'ÒHÃMÒ¼ÓyÐ�ÙzífÙ�Ô½ç¼ØcÒÇÚ

C
æ

Ø�ÙzíqÒÇÚzØiÝ¼Ù6ë<é¼ÕcÞ½ÒRÙPÑ�ÕiÝ½ç½Ó ��æUØiè�Ù)Õ�Øiß�Ö�è[Õiß6ÕcÞ¼ç½Ý¼Øiß�Ö[ÕiÝ½Ý¼Ù�Õ Øiß�é¼Õ8¿�Ã>Ù)Õ�Õ�Ø0Ã0Ü0Ý½è
Ò¼Ó é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ�æ�½¼Ù�Þ¼Ô½ç�ì
Ý�Ã�ÓiÙ)Õ�Õ�Ø0Ã ÚzØiçH¿�½½ß[Ùzß�ç½Ô¼Õ�ØiÜ½çH¿ Ä'ÙzéH¿Oè
ÒÇÚ@¿ Á �PÖ
Â¯â Á �
	�Âc�sö;× Ðzè
ÞRÕ8¿�Ù�Ð�Ùzá�ÝRÚ�ÔRÚVß�¾ÔÆ�ß[Ù�é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ;Ü�ÚVÜ
v+ (r;C)

�
· E¹¸REêø E�º PRQRY&»�Y]^_L_Y,¼_Yn½9Y]^_L�¾-¿l¼�À½QR^_Y]^_LlÁBÂ
¸�Ã�ÄbÅ�¼_L

r ! +0Ó�ØißzÚVÝ¼ÙzÖ�çH¿IØ0Ã;ÝRÚ)Ö[Ù@½½é¼Ù�Ø�Õ'Ù�Øiè�Ù)Õ�Øiß�Ö[ÙzÖ]ÚVÝ½ç½ç;è�è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�ÃMÖ�ç�ÞÇÚ

vr r + 1
r vr + (ω � V (r))v � m2

r2
v + �( v) = 0 Á � �
Â

é¼Õiå)ÕiÝ½ç½äFæ[çH¿IÕiÓiÙ�ç>Å¹½½é½ç
r ! +0

ÚzØiçH¿�½½ß[Ùzß�ç½Ü½è[æ�Ù@½½é¼ÕcÞRÕcÒHÃ�ÓiÙ�è�Ó<Ø0Ã�Ø�Ù�Ùzß�Ý¼Ùzå)ÕiÝ½ç¼Õ8¿ Á ����Âc�[ë�Ù�ÞRØißzÚ
ìÝ¼ÙzÖ�Ü�Ùzä
v(r) = rmu(r)

è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç¼Õ Á � �
ÂZ½½é½ç½Ö[Ù�Þ¼ç½ß[Ø0Ã;Ü Ö�ç�Þ¼è
ur r = � 2m + 1

r ur � (ω � V (r))u � φ(r, u), Á �f

Â
íqÞRÕ

φ(r, u) = �( rmu)/rm �]��Ù@½¼ÙVÒ¼Ý½çH¿ è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç¼Õ Á �f

ÂÁÝRÚ�ÔRÚ
ÒH¾�Ý½×L¿Oç&è[ØcÒRÙzÖ�ç�Ã�¿Oç
u(0) = u0, ur (0) = 0. Á Ò��
Â

�����K�����Z�����S���������N�������K�?�o�����H�#�Z�8�����������
�i���
� ���o�>�



ï�ð�ñ#¦ ¢�ò�­�¦
§oóo¯#¤#¬Ìô@¦
õ>ó
­�óoö�¬9¢�ò>¯#÷*ø
§o÷*ù�¤#ð9¢�¬�¯#¤#ú×ô ¢�ûeü�óoð�ù�¬�ö�óý§o¤#ø�ü�¬�§o÷*ø
ð�ö¹ü�þ>õ>ö�þ�ü ���o�

º�¼_Y&»OJIPnÆ�Y]^_L_Y�ø Erå$�
â8è�(Kâ��=@�é9â8è�ê��=?Fè
r0, δ > 0 / è¹ã@ë
æ�é / ��è¹ábÈ2�=�Hë=.Hæ��

V (r)
��é��@à#é�à���ê���HãF�����

r 2 [0, r0) / æ,�@à�æ
(r, u) 2 [0, r0) � (u0 � δ, u0 + δ)

â��=@�é9â8è�ê��=?Fè æ���ê�����?Fè¹â{�0��é��@à#é�à���ê�������VæÈæÈá@ì-à�ã&�Hæ��>é��������VæùÈ2�=�Hë=.HæHæ
φ(r, u) / ∂φ(r, u)/∂u 4 Í�á@ì{� ã�� ã&� ã&��ã7úçá��¹æ Á �f

Â9ä Á Ò��
Â¹æ��çé8é9è

é�� æ��Hâ8è�ê@é����Há@éZà#é���é��Hæ�é 4ñ�á ë
ã3� ã@è�é8��(
â8è�ê á 4 ËÁÖ[ÕcÞRÕ8¿¿Ý¼ÙzÖ�è�Ó�½¼Õié¼Õ8¿IÕiÝ½Ý½è�Ó
ρ
æ¼Ù@½½é¼ÕcÞRÕcÒRÕiÝ½Ý½è�Ó ØcÒRÕcÞ¼è�ÓiÙ�çH¿ Ù�ÐzéRÚVáfÙ�¿©Û

ρ =

(
� ln r, m = 0,

r� 2m , m > 0.

îUÙzíqÞÇÚ;Õ�ØcÒ¼ç
r ! +0

æxß[Ù
ρ ! + 1

�R�'ÒHÃ�ØcÒ¼è�ÔRÚzÕiÖ
m = 0

ç
m > 0

è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç¼Õ Á �f

Âi½½é½ç½Ý½çH¿�ÚzÕißVæ
Ø�Ù�Ùzß�Ö[Õiß[Øiß�Ö[ÕiÝ½Ý¼Ù½æRÖ�ç�Þ

u�� (ρ) + e� 2� �
(ω � V (e� � ))u(ρ) + φ(e� � , u)

�
= 0,

u�� (ρ) +
ρ

� û 2+
1
m ü

4m2

" 

ω � V

 

ρ
�

1
2m

!!

u(ρ) + φ

 

ρ
�

1
2m , u

! #

= 0.

��½¼Ù�ØcÒRÕcÞ¼Ý½çH¿;è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã�¿ý¿IÙPÑ�Ý¼ÙI½½é½çH¿IÕiÝ½ç½ß�¾�è�ß�Ö[ÕiéoÑ)ÞRÕiÝ½ç�Ã±ç½áiÉ Ò Õ@Ê��3ý<áÁØcÒRÕcÞRØiß�Ö�ç�Ã)
����IíqÒÇÚVÖ�×fþGÿ�ÿ
Ý¼Õ9½¼Ù�Øié¼ÕcÞRØiß�Ö[ÕiÝ½Ý¼Ù<Ö�×©ß[ÕiÜ�ÚzÕiß'Øiè�Ù)Õ�Øiß�Ö[ÙzÖ]ÚVÝ½ç¼ÕXÝ¼Õ�Ù�Ð8Å]Ù�Þ¼çH¿IÙzífÙ�é¼Õiå)ÕiÝ½ç�Ãx��ý<áÁØcÒRÕcÞRØiß�Ö�ç�Ã�
����XíqÒÇÚVÖ�×fþGÿ
¿IÙPÑ�Ý¼Ù�Ö�×©Ö[Õ�Øiß�ç&ÕiífÙ�ÕcÞ¼ç½Ý¼Øiß�Ö[ÕiÝ½Ý¼Ù�Øiß�¾ Á ÞRÙzÜ�ÚVá
ÚVß[ÕcÒH¾[Øiß�Ö[Ù�½½é¼ÙzÖ[Ù�Þ¼ç½ß[Ø0Ã&Ùzß�½½é¼Ùzß�ç½Ö�Ý¼ÙzífÙoÂc�

� JIY&»�����QRL_Y�¸RE��Zâ<�Hæ
u(r) � à#é���é��Hæ�éi� ã&� ã&��æÉúçá��¹æ Á �f

Â9ä Á Ò��
Â / è¹á

ur r (0) = � 1
2m + 2

(ωu0 � V (0)u0 + φ(0, u0)) . Á Ò���Â

� JIY&»�����QRL_Y-ø E0ñ>���ù��?': á@ì&á
c0 2 R

�Hã&%��@é9è¹â{�Ôé�� æ��Hâ8è�ê@é����Há@éià#é���é��Hæ�é
v� (r; c0)

�9à�ã�ê���é���Hæ�� Á �P�
Â / è¹ã@ë
á@é / ��è¹á
lim

r ! +0

v� (r; c0)
rm = c0, Á Ò�Ò
Â�@à�æ��>é8��â<���=��ã&%

c0 = 0
â8á á è�ê@é9è¹â8è�ê��oé9è èIà�æ�ê æHã ��(=�Há
�T�Và#é���é��Hæ�?

v� (r; 0) � 0 4Î�Ï�Ð_Ñ=Ò�Ï�Ó�Ô�Ñ�Ö	� r3r3Ý3äiy2è{r3�3r3w���� u&v �3y{w�ãD|�y{}=k+�$rim�u&äiy
m�v �3r3��x }=k=k��3y<|�k=}nm�v �3y{}=}=r�m�v k$k$�=r3�3y<|�y{}=k=kT�=w=k
r → +0

w=y�
iy{}=k=�Tu&wnx �3}=y{}=k=��� �=r
|�r3Ý3}=�R�iu&wnx �3}=y{}=k=Ü-��p
���<�3k=�{�3y
m�v }=�'o � wnx Ý3r3v y'Þ ß��
à¹�3}nx �=w=kn~�y{w���|�r3z+x �
x }=ru&v �3y{w�ãD|�y{}=k=y'rTm�u&äiy
m�v �3r3��x }=k=kCk�y<|�k=}nm�v �3y{}=}=r�m�v k$|nt=��u&wnx �3}=y{}=k+�
ur r + 2

r ur − u + un = 0; n > 0:

� m�kn~��=v r3v k=z+x��Úß3ß3�Ym�r3�3�nx�|�x y{v$mDx3m�kn~��=v r3v k=z&r3�Wâsu&}=z��=k=����y
m{m�y�t=�7Þ ß ï�à¹���=y{è{rCy
m�v y
m�v �3y{}=}=rCr�ãTk&|�x v å$�=w=kwnx �{u+~�}=�R�Çr3è{wnx }=k=�=y{}=k+�+��}nx
V (r )

k
�( v)

o � ~�y
m�v yCmTv y
~R��|nt=��u&wnx �3}=y{}=k+�0��p
���s}nx3~f}=y$u{|�x�tnr�m�å�}nx �=v k�Gtnk=v y{wnx v u&w=yiu&v �3y{w�ãD|�y{}=k+��r$m�u&äiy
m�v �3r3��x }=k=kbk>y<|�k=}nm�v �3y{}=}=r�m�v k���m{âsr3wn~�u
tnk=w=r3��x }=}=r3è{rD�T}=y{r3Ý���r
|�kn~�r�~}nx3~,�3k&|�y3�+�=r3ë{v r�~�uT|nt=�b�=r tn}=r3v �fk=��tnr�ãDy{}=k+��~��f�=w=k=�3r
|�kn~7y{è{rG�i|�x }=}=r3��m�v�x v å3y3o
� ï��Oï��0£�¤l �°��¡©' �§_¨Y³«©��_³�¢��_���_¦�³

m = 0
¨

� = � 1´ ¯R¥l§R©' �§�¢�¦�£¡¢�¥l£�£�¦���¯_¨_¤l¦�§_¨_ �­�¶
#OÚzØ�Ø8¿IÙzß�é½çH¿�è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç¼Õ Á �P�
Â�½½é½ç σ = � 1 Á Ü�ÙzÝ�ÞRÕiÝ¼ØfÚVß±ØÆÙzß�ßzÚ
Ò¼Ü½ç½Ö]ÚVÝ½ç¼Õ8¿�Âcæ�Ù@½½ç¼Øi×©Ö]ÚVÓiÙ)Õ�ÕLËLÚ

Ø�Ý½è
ÒRÕiÖ�×L¿¿ß[Ù@½¼ÙVÒRÙzí�ç½Ô¼Õ�ØiÜ½çH¿·á
ÚVéoÃ�ÞRÙ�¿ Á m = 0
ÂcÛ

vr r + 1
r vr + (ω � V (r))v � v3 = 0. Á Ò�}
Â

�����K�����Z�����S���������N�������K���o�����H���Z�8���������#�
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§�¨�©ª��¡K�*«�¬P­�®L¢�¤#¯

àÁè
ÞRÕ8¿&ØiÔ½ç½ßzÚVß�¾¼æzÔ½ß[ÙiÄ�è�Ý½Ü�À½ç�Ã
V (r)

ßzÚVÜ�ÙzÖ]Ú�æzÔ½ß[Ùyè�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç¼Õ Á Ò�}
Âxè
ÞRÙzÖzÒRÕiß�Ö[ÙzéoÃ½Õiß�è[ØcÒRÙzÖ�ç�Ã�¿6ë<é¼ÕcÞ½ìÒRÙPÑ�ÕiÝ½ç½ä �±çrÒ��R��ØißzÚVÝ¼ÙzÖ�çH¿öÝ¼ÕiÜ�Ùzß[Ùzé½×1Õ�ØiÖ[Ùzä¼Øiß�Ö]Ú�é¼Õiå)ÕiÝ½ç½ä
v+ (r;C)

ç
v� (r; c)

è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã Á Ò�}
Âc��xÚ@¿IÕiß�çH¿ ØiÝRÚ�ÔRÚ
ÒÇÚ�æ½Ô½ß[Ù�è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç¼Õ Á Ò�}
Â�¿IÙPÑ�Ý¼Ù�½¼Õié¼Õ9½½ç¼ØfÚVß�¾�Ö�ØcÒRÕcÞ¼è�ÓiÙ�ç>Å�Æ�Ü½Ö�ç½Ö]Ú
ÒRÕiÝ½ß�Ý½×*ÅØÄ'Ùzé�ì
¿�Ú�ÅxÛ

Á f
ÂÁÖ�Ö[ÕcÞHÃ Ý¼ÙzÖ�è�Ó Ý¼Õiá
ÚVÖ�ç¼ØiçH¿Oè�Ó�½¼Õié¼Õ8¿IÕiÝ½Ý½è�Ó
ρ = ln r

æ�Ö
¿IÕ�Øiß[Ù Á Ò�}
ÂZ½¼ÙVÒ¼è�Ô½çH¿
u�� = � e2� �

ω � V (e� )u � u3�
, Á Ò Õ�Â

íqÞRÕ
u = u(ρ) = v(e� )

Þ
Á v�ÂZ½¼Ù�ØcÒRÕV½¼Ù�ÞRØißzÚVÝ¼ÙzÖ�Ü½ç

v(r) = u(r)/
p
r
è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç¼Õ Á Ò�}
ÂZ½½é½ç½Ý½çH¿�ÚzÕiß�Ö�ç�Þ

ur r +
�
ω � V (r) + 1

4r2

�
u � u3

r = 0. Á Ò��
Â
ËöÞÇÚ
ÒH¾�Ý¼Õiä½å)Õ8¿¿Þ½ÒHÃ;Ù�Ð�Ùzá�ÝRÚ�Ô¼ÕiÝ½ç�Ãe½½é¼Ùzç½á�Ö[Ù�Þ¼Ý¼Ùzäý½¼Ù

r
¿O×³Ðzè
ÞRÕ8¿ ç¼Ø9½¼ÙVÒH¾�áfÙzÖ]ÚVß�¾�å�ß�é½ç>Åx�¼ë<é½ç

ÞRÙzÜ�ÚVá
ÚVß[ÕcÒH¾[Øiß�Ö[Õ�Ý¼ÕiÜ�Ùzß[Ùzé½×*Å;è�ß�Ö[ÕiéoÑ)ÞRÕiÝ½ç½äª¿O× Ø�Øi×ÆÒÇÚzÕ8¿IØ0Ã&ÝRÚ�ÒRÕ8¿�¿Oè;ØiéRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�ÃxæRÜ�Ùzß[ÙzéRÚ ÃrÐz×ÆÒÇÚ
Ø8Ä'ÙzéH¿Oè
Ò¼ç½é¼ÙzÖ]ÚVÝRÚ�Ö�éRÚ@Ð�Ùzß[ÕçÉ Ò��JÊ��V�'ÒHÃ)è
ÞRÙ�Ð�Øiß�Ö]ÚV¿O××½½é½ç½Ö[Ù�Þ¼çH¿
Ä'ÙzéH¿Oè
Ò¼ç½é¼ÙzÖ�Ü½è±ÒRÕ8¿�¿O×·ØiéRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã
ÖK½½é½ç�ÒRÙPÑ�ÕiÝ½ç½ç&Ü ÝRÚzØiß[ÙPÃ>Ù)Õiä&ØißzÚVß�¾[Õ��
· Eêø E¹¸RE�! PR^_P"��PR^_^_P"���$#�Å_P�Å�À�¼�À¼N�Y%��¼�À¼N

c
L

C
G;Y�N<NDÀf¸0ÂmN�PR^_P"��PR^_^_P"���$#9Å�¼_L'&(����¼_Y�J�#")RY�*&LUZ

0
ÄfE6å$�
â8è�(F�@à�æ���é9ë
á è¹á0à�á
�

c0 > 0
�����

â8á á è�ê@é9è¹â8è�ê��=?'@�é8ì&áià#é���é��Hæ��
v0(r) = v� (r; c0) / �Hã&�$�Há â�(Ìè¹ã@ë
á@é

r0 / ��è¹áF�����6ê âPé{�
r 2 [0, r0]

(a) v0(r) > 0 /
(b) ω � V (r) � 3v2

0(r) < 0 4Í�á@ì{� ãÉ�����f��?': á@ì&á
c1 > c0

â8á á è�ê@é9è¹â8è�ê��=?'@�é8éçà#é���é��Hæ�é
v1 = v� (r; c1)

è¹ã@ë
á@ê á / ��è¹á
v1(r) >

> v0(r)
æ
v0

1(r) > v0
0(r)

�����6ê âPé{�
0 6 r 6 r0 / �@à�æeë
á è¹á0à����

v1(r)
ê á á�:�@�éNâ��=@�é9â8è�ê��oé9è 4ñ�á ë
ã3� ã@è�é8��(
â8è�ê á 4 ý�Ø9½¼ÙVÒH¾�á�è[Õ8¿Aá
Ú ½½ç¼Ø9¾ ç¼Ø4Å]Ù�Þ¼Ý¼ÙzífÙ·è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã Ö Ö�ç�ÞRÕ Á Ò Õ�Âc�iÓiÐ�Ùzá�ÝRÚ�Ô½çH¿

u0(ρ) � v0(e� )
æ
u1(ρ) � v1(e� )

�xë�Ù�è[ØcÒRÙzÖ�ç½Ó)æ
lim � !1 u0;1(ρ) = c0;1

��#OÚVá�Ý¼Ù�Øiß�¾
�( ρ) = u1(ρ) �

� u0(ρ)
è
ÞRÙzÖzÒRÕiß�Ö[ÙzéoÃ½Õiß�è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç½Ó

� �� = � e2� �
ω � V (e� ) � 3u2

0(ρ) � 3u0(ρ)� � � 2�
� , Á Ò�Ö
Â

½½é½ç½Ô¼Õ8¿
lim � !�1 �( ρ) = c1 � c0 > 0

���ÇÝRÚ�Ô½ç½ßVæ¼Øiè�Ù)Õ�Øiß�Ö�è[Õiß�ßzÚVÜ�Ù�Õ�á�ÝRÚ�Ô¼ÕiÝ½ç¼Õ
ρ = ~ρ

æ�Ô½ß[Ù
�( ρ) > 0ç

� � (ρ) > 0
½½é½ç

ρ 6 ~ρ
�Çë<é¼ÕcÞH½¼ÙVÒRÙPÑ�çH¿©æFÔ½ß[Ù

ρ0
âMÝRÚVçH¿IÕiÝ�¾�å�ç½ä9Ý½è
ÒH¾ØÄ�è�Ý½Ü�À½ç½ç

�( ρ)
�?º'Ú�¿OÝ¼ÙVì

Ñ�Õ�Øiß�Ö[Õ
(ρ, �) 2 [~ρ, ρ0] � [0,+ 1 )

½½éRÚVÖ]Ú Ã�ÔRÚzØiß�¾9è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã Á Ò�Ö
Â'Ý¼Õ�Ùzß�é½ç�ÀRÚVß[ÕcÒH¾�ÝRÚ��Xë<é½çH¿IÕiÝ�Ã>ÃÒRÕ8¿�¿Oè¿ØiéRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã·Ü¿è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã�¿ Á Ò�Ö
Â)ç � �� (ρ) = 0
ØMÙ�Þ¼ç½ÝRÚVÜ�ÙzÖ�×L¿Oç ÝRÚ�ÔRÚ
ÒH¾�Ý½×L¿Oç·ÞÇÚVÝ½Ý½×L¿Oç

Ö;ß[ÙzÔ½Ü�Õ
ρ = ~ρ

æ?½¼ÙVÒ¼è�ÔRÚzÕ8¿©æUÔ½ß[Ù
�( ρ0) > c1 � c0 > 0

æFÔ½ß[ÙØ½½é¼Ùzß�ç½Ö[Ùzé¼ÕiÔ½ç½ß6ß[Ù�¿Oè[æUÔ½ß[Ù
ρ0
â&Ý½è
ÒH¾

Ä�è�Ý½Ü�À½ç½ç
�( ρ)

��ë�ÙVÒ¼è�Ô¼ÕiÝ½Ý¼Ù�Õi½½é¼Ùzß�ç½Ö[Ùzé¼ÕiÔ½ç¼Õ�ífÙzÖ[Ùzé½ç½ß�Ù±ß[Ù�¿©æ�Ô½ß[Ù¹Ä�è�Ý½Ü�À½ç�Ã
�( ρ)

Ý¼ÕyçH¿IÕ�Õiß)Ý½è
ÒRÕiä
ç�Ù�ØißzÚzÕiß[Ø0ÃÈ½¼ÙVÒRÙPÑ�ç½ß[ÕcÒH¾�Ý¼Ùzä$ÝRÚ Ö[Ø�Õ8¿ ½½é¼Ù�¿IÕ9Ñ�è�ß�Ü�Õ

ρ 6 ln r0
�F�<é¼Ù�¿IÕ�ß[ÙzífÙ½æFÝRÚÎÆ�ß[Ù�¿ Ñ�ÕK½½é¼Ù�¿IÕcì

Ñ�è�ß�Ü�Õ
� �� (ρ) > 0

ç
� � (ρ) > 0

�<ËÆÙzá�Ö�éRÚ Ù�Ú Ã½Ø9¾6Ü
½¼Õié¼Õ8¿IÕiÝ½Ý¼Ùzä
r
æ<¿O×Í½¼ÙVÒ¼è�ÔRÚzÕ8¿ è�ß�Ö[ÕiéoÑ)ÞRÕiÝ½ç¼Õ

ÞRÙzÜ�ÚVá�×©Ö]ÚzÕ8¿IÙzä;ÒRÕ8¿�¿O×'�
G;Y�N<NDÀ�øÇÂmN�PR^_P"��PR^_^_P"���$#FÅ�¼_L+&(����¼_Y�J�#")RY�*�LUZ

1
ÄfE�å$�
â8è�(T�����>��é9ë
á è¹á0à�á@ì&á

C0 > 0
�����

â8á á è�ê@é9è¹â8è�ê��=?'@�é8ì&áià#é���é��Hæ��
v0(r) = v+ (r;C0)

�Hã&�$�Há â�(Ìè¹ã@ë
á@é
r0 / ��è¹áF�����6ê âPé{�

r 2 [r0,1 ]

(a) v0(r) > 0 /
(b) ω � V (r) � 3v2

0(r) +
1

4r2 < 0 4
�����K�����Z�����S���������N�������K�?�o�����H�#�Z�8�����������
�i���
� ���o�>�
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§o÷*ù�¤#ð9¢�¬�¯#¤#ú×ô ¢�ûeü�óoð�ù�¬�ö�óý§o¤#ø�ü�¬�§o÷*ø
ð�ö¹ü�þ>õ>ö�þ�ü �����

Í�á@ì{� ãG�����b��?': á@ì&á
C1 > C0

â8á á è�ê@é9è¹â8è�ê��=?'@�é8é�à#é���é��Hæ�é
v1(r) = v+ (r;C1)

è¹ã@ë
á@ê á / ��è¹á
v1(r) >

> v0(r)
æ
v0

1(r) < v0
0(r)

�����6ê âPé{�
r > r0 / �@à�æýë
á è¹á0à����

v1(r)
ê á á�:�@�éNâ��=@�é9â8è�ê��oé9è 4ñ�á ë
ã3� ã@è�é8��(
â8è�ê á 4 ý<áNÃ�Ö�Ý¼ÙzífÙ�Ö�ç�ÞÇÚ�ÚzØiçH¿�½½ß[Ùzß�ç½Ü½ç Á �PÖ
Â¯â Á �
	�ÂyØcÒRÕcÞ¼è[ÕißVæÇÔ½ß[ÙK½½é½çMÞRÙ�ØißzÚVß[ÙzÔ½Ý¼Ù

Ð�ÙVÒH¾�å�ç>Å
r
Ø�Ù�Ùzß�Ý¼Ùzå)ÕiÝ½ç¼Õ

v1(r) > v0(r)
Ö�×F½¼ÙVÒ¼Ý�Ã½Õiß[Ø0Ãx�z��ÙzÜ�Ú Ñ�Õ8¿©æ]Ô½ß[Ù�ÙzÝ¼Ù<Ö�×F½¼ÙVÒ¼Ý�Ã½Õiß[Ø0Ã�Þ½ÒHÃ�Ö[Ø�ÕJÅ

r > r0
��ý�Ø9½¼ÙVÒH¾�á�è[Õ8¿ á
Ú ½½ç¼Ø9¾�ç¼Ø4Å]Ù�Þ¼Ý¼ÙzífÙ è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã&Ö�Ö�ç�ÞRÕ Á Ò��
Âc�Ç��éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç½Ó Á Ò��
Â1è
ÞRÙzÖzÒRÕiß�Ö[ÙzéoÃ�ìÓ�ßrÄ�è�Ý½Ü�À½ç½ç

u0(r) �
p
rv0(r)

ç
u1(r) �

p
rv1(r)

�2Z±è�Ý½Ü�À½ç�Ã
�( r) � u1(r) � u0(r)

½½é½ç
Æ�ß[Ù�¿
è
ÞRÙzÖzÒRÕiß�Ö[ÙzéoÃ½Õiß�è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç½Ó

� 00= �
�
ω � V (r) + 1

4r2
� 3
ru

2
0(r) � 3

ru0(r)� � 1
r � 2

�
� . Á Ò[	�Â

ë<é½ç�ÞRÙ�ØißzÚVß[ÙzÔ½Ý¼Ù¹Ð�ÙVÒH¾�å�ç>Å
r
Ä�è�Ý½Ü�À½ç�Ã

�( r)
æ[Ü�ÚVÜ�ç%½½éRÚVÖ]Ú Ã�ÔRÚzØiß�¾�è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã Á Ò[	�Âcæo½¼ÙVÒRÙPÑ�ç½ß[ÕcÒH¾zìÝRÚ��Æë�ÙzÖ�ß[ÙzéoÃ>Ã éRÚzØ�Øiè�Ñ)ÞRÕiÝ½ç�ÃöÒRÕ8¿�¿O× �;çöç¼Ø9½¼ÙVÒH¾�á�è�ÃöÒRÕ8¿�¿OèöØiéRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ãxæ*½¼ÙVÒ¼è�ÔRÚzÕ8¿ ß�é¼Õ8Ðzè[Õ8¿IÙ�Õ

è�ß�Ö[ÕiéoÑ)ÞRÕiÝ½ç¼Õ��
· Eêø Eêø E � L_^�,&¿�J�Á�¼_^_P"���$#0¼_Yn½9Y]^_L�¾-¿l¼�À½QR^_Y]^_LlÁBÂ�ø.-�Ä

º'ÚVáfÙzÖ[Õ8¿ é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ
v(r)

Þ¼çHÄçÄ'Õié¼ÕiÝ�À½çRÚ
ÒH¾�Ý¼ÙzífÙ&è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã�â8æ���ì{�����@à������'æUÕ�ØcÒ¼ç$Øiè�Ù)Õ�Øiß�Ö�è[Õiß
á�ÝRÚ�Ô¼ÕiÝ½ç¼Õ

r = r0
æ�ßzÚVÜ�Ù�Õ�æ½Ô½ß[Ù

lim r ! r 0 v(r) = 1
���ÇÝRÚ�Ô¼ÕiÝ½ç¼Õ

r0
½½é½çÎÆ�ß[Ù�¿ÔÐzè
ÞRÕ8¿$ÝRÚVá�×©Ö]ÚVß�¾Îè¹á���ë
á�%

â8æ���ì{�����@à��Há â8è¹æR�
��Ü�Ú Ñ�Õ8¿ Ý¼ÕiÜ�Ùzß[Ùzé½×1Õ�ÞRÙ�ØißzÚVß[ÙzÔ½Ý½×1Õ±è[ØcÒRÙzÖ�ç�ÃMØiç½Ý½í�è
ÒHÃ�é½Ý¼Ù�Øiß�ç;é¼Õiå)ÕiÝ½ç�ÃËè�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã Á Ò�}
Âc��ËÁÖ[ÕcìÞRÕ8¿ ØcÒRÕcÞ¼è�ÓiÙ)Õ�Õ'Ù�Ð�Ùzá�ÝRÚ�Ô¼ÕiÝ½ç¼Õ�Û


 � sup
r 2 [0;1 )

(ω � V (r)) .

ËÆÕcÒ¼ç½Ô½ç½ÝRÚ


á
ÚVÖ�ç¼Øiç½ß�Ùzß

ω
æ�Ðzè
ÞRÕ8¿ Ù�Ð�Ùzá�ÝRÚ�ÔRÚVß�¾%Æ�ß�è�á
ÚVÖ�ç¼ØiçH¿IÙ�Øiß�¾�Ü�ÚVÜ


( ω)
�
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0
ÄfE

�Zâ<�HæKà#é���é��Hæ�é
~v(r)

�9à�ã�ê���é��Hæ�� Á Ò�}
ÂVè¹ã@ë
á@ê á / ��è¹á>�����9��é9ë
á è¹á0à�á@ì&á
r0 > 0

(a) ~v(r0) >
p


 /
(b) ~v0(r0) > 0 /è¹á�â��=@�é9â8è�ê��oé9è

r1 > r0 / è¹ã@ë
á@é / ��è¹á
lim r ! r 1 � 0 ~v(r) = + 1 4ñ�á ë
ã3� ã@è�é8��(
â8è�ê á 4 #OÚzØ�Ø8¿IÙzß�é½çH¿·è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç¼Õ

w�� = � α
 w + αw3, Á Ò+�
Â
íqÞRÕ

α > 0 	 Ô½ç¼ØcÒRÙzÖ[Ùzä�½RÚVéRÚ@¿IÕiß�éF�&#_Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ
w(ρ)

è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã Á Ò+�
ÂcæVè
ÞRÙzÖzÒRÕiß�Ö[ÙzéoÃ�ÓiÙ)Õ�ÕÁÝRÚ�ÔRÚ
ÒH¾�Ý½×L¿
ÞÇÚVÝ½Ý½×L¿

w(ρ0) = w0 >
p



æ
w� (ρ0) = w1 > 0

æ�¿IÙPÑ�Ý¼Ù�á
Ú ½½ç¼ØfÚVß�¾�Ö�ØcÒRÕcÞ¼è�ÓiÙ)Õ8¿¿Ý¼Õ9Ã�Ö�Ý¼Ù�¿¿Ö�ç�ÞRÕ�Û

ρ � ρ0 =
Z w

w0

��
α
2
ξ4 � α
 ξ2

�
�

�
α
2
w4

0 � α
 w2
0

�
+ w2

1

� � 1=2

dξ. Á Ò�

Âý<áLÄ'ÙzéH¿Oè
Ò¼× Á Ò�

ÂUÖ�ç�Þ¼Ý¼Ù½æ�Ô½ß[ÙyÆ�ß[Ù�é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ*Ã�ÖzÒHÃ½Õiß[Ø0Ã�Øiç½Ý½í�è
ÒHÃ�é½Ý½×L¿©æ�½½é½ç½Ô¼Õ8¿9ß[ÙzÔ½Ü�Ú�Øiç½Ý½í�è
ÒHÃ�é½Ý¼ÙVì
Øiß�ç

ρ = ~ρ > ρ0
�[ë�ÙVÒRÙPÑ�çH¿

α = r2
0
æ
ρ0 = ln r0

ç%½½é½çH¿IÕiÝ½çH¿�ÒRÕ8¿�¿Oè�ØiéRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã�Ü�è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã�¿ Á Ò Õ�Âç Á Ò+�
ÂJÞ�è[ØcÒRÙzÖ�ç�Ã�ÒRÕ8¿�¿O× ØiéRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�ÃËÖ�×F½¼ÙVÒ¼Ý�Ã�Ó�ß[Ø0Ãxæ¼Õ�ØcÒ¼ç
ρ > ρ0

ç
w >

p


��ë�ÙVÒ¼è�ÔRÚzÕ8¿©æ�Ô½ß[Ù)Õ�ØcÒ¼ç

u(ρ0) = w(ρ0) >
p



ç
u� (ρ0) = w� (ρ0) > 0

æ�ß[Ù¹½½é½çMÖ[Ø�ÕJÅ
ρ
æ>½½é½ç Ü�Ùzß[Ùzé½×*ÅMØiè�Ù)Õ�Øiß�Ö�è[Õiß�é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ

u(ρ)
è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã Á Ò Õ�Âcæ Ö�×F½¼ÙVÒ¼Ý�Ã½Õiß[Ø0Ã0Ø�Ù�Ùzß�Ý¼Ùzå)ÕiÝ½ç¼Õ

u(ρ) > w(ρ)
��Ú�ÒRÕcÞRÙzÖ]ÚVß[ÕcÒH¾�Ý¼Ù½æFé¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ

u(ρ)ßzÚVÜ�Ñ�ÕSÃ�ÖzÒHÃ½Õiß[Ø0Ã;Øiç½Ý½í�è
ÒHÃ�é½Ý½×L¿©��ËÆÙzá�Ö�éRÚ Ù�Ú Ã½Ø9¾�ÜMè�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç½Ó Á Ò�}
Âcæ u(ρ) = v(e� ) = v(r)
æ
u� (ρ) =

= rvr (r)
æ�çMá
Ú@¿IÕiÔRÚ Ãxæ½Ô½ß[Ù

u(ρ0) = v(r0)
æ
u� (ρ0) = r0vr (r0)

æ�½¼ÙVÒ¼è�ÔRÚzÕ8¿¿è�ß�Ö[ÕiéoÑ)ÞRÕiÝ½ç¼Õ�ÒRÕ8¿�¿O×�}��

�����K�����Z�����S���������N�������K���o�����H���Z�8���������#�
�I���
� ���o�>�
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� JIY&»�����QRL_Y¼E3�Zâ<�Hæeà#é���é��Hæ�é
~v(r)

�9à�ã�ê���é��Hæ�� Á Ò�}
ÂKè¹ã@ë
á@ê á / ��è¹á
~v(0) >

p



æ
~v0(0) = 0 /è¹á�á��Há�â8æ���ì{�����@à��Há 4ñ�á ë
ã3� ã@è�é8��(
â8è�ê á 4 ÓiÐ�Ùzá�ÝRÚ�Ô½çH¿

v0 � ~v(0)
�
ÚÁÙzíqÒÇÚzØiÝ¼Ù'ØcÒRÕcÞRØiß�Ö�ç½Ó·Ü)ë<é¼ÕcÞ½ÒRÙPÑ�ÕiÝ½ç½Ó Ò�æ

~v00(0) =
= �

�
ωv0 � V (0)v0 � v3

0

�
/2
�*î_ÚVÜ Ü�ÚVÜ

v0 >
p



æÁß[Ù

~v00(0) > 0
æÁç

~v0(r)
Ö[Ùzá�éRÚzØißzÚzÕißVæ©Ü�ÙzíqÞÇÚ

rÞRÙ�ØißzÚVß[ÙzÔ½Ý¼Ù6¿�Ú
ÒRÙ½�R�ÇÝRÚ�Ô½ç½ßVæ_ÝRÚVä�ÞRÕiß[Ø0Ã0ÞRÙ�ØißzÚVß[ÙzÔ½Ý¼Ù6¿�Ú
ÒRÙ�Õ�æUÝ¼Ù;Øiß�é¼ÙzífÙe½¼ÙVÒRÙPÑ�ç½ß[ÕcÒH¾�Ý¼Ù�Õ á�ÝRÚ�Ô¼ÕiÝ½ç¼Õ
r = r0

æ�½½é½çMÜ�Ùzß[Ùzé¼Ù�¿¿Þ½ÒHÃÎÄ�è�Ý½Ü�À½ç½ç
~v(r)

Ö�×F½¼ÙVÒ¼Ý�Ã�Ó�ß[Ø0ÃMè[ØcÒRÙzÖ�ç�ÃËÒRÕ8¿�¿O×�}��
G;Y�N<NDÀ · Â�»�P"���=À(��P"0_^_PRY ¿��zJIPRQRL_Y4�[L_^�,&¿�J�Á�¼_^_P"����L ¼_Yn½9Y]^_LlÁ Å�¼_L5&(����¼_Y�J�#")RY�*

LUZ
1

ÄfE��Zâ<�HæKà#é���é��Hæ�é
~v(r)

�9à�ã�ê���é��Hæ�� Á Ò�}
ÂVè¹ã@ë
á@ê á / ��è¹á
( 6 ) ~v(r0) >

p

 /

( 7 ) ~v0(r0) < 0�����W��é9ë
á è¹á0à�á@ì&á
r0 > 0 / è¹á

~v(r)
��ê�����é9è¹â{��â8æ���ì{�����@à������ / â'��é9ë
á è¹á0à�á�%¹è¹á���ë
á�%Kâ8æ���ì{�����@à��Há â8è¹æ

r = ~r > 0 4ñ�á ë
ã3� ã@è�é8��(
â8è�ê á 4 ë<è[Øiß�¾
~v(r)

Ý¼Õ çH¿IÕ�Õiß0ß[ÙzÔ¼ÕiÜöØiç½Ý½í�è
ÒHÃ�é½Ý¼Ù�Øiß�ç�½½é½ç
0 < r < r0

��îUÙzíqÞÇÚ
~v(r)

Ã�ÖzÒHÃ½Õiß[Ø0Ã�Þ¼Ö]Ú Ñ)Þ¼× Þ¼çHÄçÄ'Õié¼ÕiÝ�À½ç½é½è[Õ8¿IÙzäØÄ�è�Ý½Ü�À½ç¼ÕiäÌ½½é½ç
0< r < r0

��ë�ÙzÜ�Ú Ñ�Õ8¿©æ½Ô½ß[Ù
~v0(r)

Ý¼Õ
Ù�ÐzéRÚ Ù�ÚzÕiß[Ø0Ã�Ö±Ý½è
ÒH¾N½½é½ç

0< r < r0
�V��Õiä¼Øiß�Ö�ç½ß[ÕcÒH¾�Ý¼Ù½æ½Õ�ØcÒ¼ç

r1 	 ÝRÚVçHÐ�ÙVÒH¾�å�ç½ä�Ý½è
ÒH¾N½½é¼Ùzç½á�Ö[Ù�Þ¼Ý¼Ùzä
~v0(r)

ÝRÚ�½½é¼Ù�¿IÕ9Ñ�è�ß�Ü�Õ
(0; r0)

æ¼ß[Ù�ÝRÚ�½½é¼Ù�¿IÕ9Ñ�è�ß�Ü�Õ
(r1; r0)

Ä�è�Ý½Ü�À½ç�Ã
~v(r)

è>Ðz×©Ö]ÚzÕiß�ç
~v(r1) >

p


�

ë�Ù@Æ�ß[Ù�¿Oè
~v00(r1) = � (ω � V (r1))~v(r1) + ~v3(r1) > ~v3(r1) � 
 ~v(r1) > 0.�ÇÝRÚ�Ô½ç½ßVæRÖ�ß[ÙzÔ½Ü�Õ
r = r1

Ä�è�Ý½Ü�À½ç�Ã
~v(r)

çH¿IÕ�Õiß%¿Oç½Ý½çH¿Oè>¿©æ½Ô½ß[Ù�½½é¼Ùzß�ç½Ö[Ùzé¼ÕiÔ½ç½ß�ß[Ù�¿Oè[æ½Ô½ß[Ù
~v0(r) < 0½½é½ç

r1 < r < r0
�?î_ÚVÜ½çH¿ Ù�ÐzéRÚVáfÙ�¿©æ

~v0(r) < 0
½½é½ç

0 < r < r0
�?º�ÙÎÆ�ß[ÙMÙzá�ÝRÚ�ÔRÚzÕißVæUÔ½ß[ÙÎ½½é½ç�Ö[Ø�ÕJÅ

0< r < r0

~v00(r) = � 1
r ~v0(r) � (ω � V (r))~v(r) + ~v3(r) > ~v3(r) � 
 ~v(r) > 0,

ß[Ù�Õ�Øiß�¾0ÝRÚ�Ö[Ø�Õ8¿�½½é¼Ù�¿IÕ9Ñ�è�ß�Ü�Õ
0 < r < r0

½½é¼Ùzç½á�Ö[Ù�Þ¼ÝRÚ Ã é¼Õiå)ÕiÝ½ç�Ã
~v0(r)

Ö[Ùzá�éRÚzØißzÚzÕißV�O�ÇÝRÚ�Ô½ç½ßVæ
~v0(0) < ~v0(r0) < 0

ç é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ
~v(r)

çH¿IÕ�Õiß�ß[ÙzÔ½Ü½è Øiç½Ý½í�è
ÒHÃ�é½Ý¼Ù�Øiß�çe½½é½ç
r = 0

��ò'Õ8¿�¿�Ú¹Õ�ÞRÙzÜ�ÚVá
ÚVÝRÚ��

8V±:9 ¸�Nlc�µ�·S·��<; e
µRP�L<¶
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ë<é¼ÕcÞ½ÒRÙPÑ�ÕiÝ½ç¼Õ��1è�ß�Ö[ÕiéoÑ)ÞÇÚzÕißVæ�Ô½ß[Ù�Þ½ÒHÃ�Ò¼ÓyÐ�ÙzífÙ
C
Øiè�Ù)Õ�Øiß�Ö�è[Õiß)ÕcÞ¼ç½Ý¼Øiß�Ö[ÕiÝ½Ý¼Ù�Õ<é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ1è�éRÚVÖzì

Ý¼ÕiÝ½ç�Ã Á �P�
Â©Ø'Ü�ÙzÝ¼ØißzÚVÝ½ß[Ùzä C ÖËÚzØiçH¿�½½ß[Ùzß�ç½Ü�Õ Á �PÖ
Â¯â Á �
	�Âc��º'Ú ½¼Ù�¿OÝ½çH¿©æÇÔ½ß[Ù%¿O× Ù�Ð�Ùzá�ÝRÚ�ÔRÚzÕ8¿öÞÇÚVÝ½Ý¼Ù�Õ
é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ1Ü�ÚVÜ

v+ (r;C)
�V�'ÒHÃ�ß[ÙzífÙ�Ô½ß[Ù�Ðz×·éRÚzØ�ØiÔ½ç½ßzÚVß�¾�é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ

v+ (r;C)
æzá
Ú@Ä�ç½Ü�Øiç½é½è[Õ8¿�ÞRÙ�ØißzÚVß[ÙzÔ�ì

Ý¼ÙSÐ�ÙVÒH¾�å)Ù�Õ�Ô½ç¼ØcÒRÙ
r1 � 1

æo½½é½ç�Ü�Ùzß[Ùzé¼Ù�¿¿Øiß�é¼Õ8¿�Ã>Ù�ç¼Õ�Ø0ÃËÜ�Ý½è
Ò¼Ó ½½é½ç
r ! + 1

é¼Õiå)ÕiÝ½ç�Ã�è�éRÚVÖ�Ý¼Õcì
Ý½ç�Ã Á �P�
ÂI¿IÙzí�è�ßÌÐz×©ß�¾�ÞRÙ�ØißzÚVß[ÙzÔ½Ý¼Ù ß[ÙzÔ½Ý¼Ù�½½é½çHÐVÒ¼ç�Ñ�ÕiÝ½× ÚzØiçH¿�½½ß[Ùzß�ç½Ô¼Õ�ØiÜ�Ùzä
Ä'ÙzéH¿Oè
ÒRÙzä Á �PÖ
Â¯â Á �
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v+ (r1 ;C)
ç
v+

0(r1 ;C)
���xÚVß[Õ8¿�é¼Õcì

å)ÕiÝ½ç¼Õ
v+ (r;C)

¿IÙPÑ�Ý¼Ùy½½é¼Ù�ÞRÙVÒHÑ�ç½ß�¾±Ö'Ù�ÐVÒÇÚzØiß�¾
r < r1

æVç¼Ø9½¼ÙVÒH¾�á�è�Ã�Ô½ç¼ØcÒRÕiÝ½Ý½×1ÕL¿IÕiß[Ù�Þ¼× é¼Õiå)ÕiÝ½ç�Ã
á
Ú
ÞÇÚ�Ô½ç&��Ùzå�çF�

ë<é¼ÕcÞ½ÒRÙPÑ�ÕiÝ½ç¼Õ�Ò�è�ß�Ö[ÕiéoÑ)ÞÇÚzÕißVæ¼Ô½ß[Ù)Þ½ÒHÃËÒ¼ÓyÐ�ÙzífÙ
c
Øiè�Ù)Õ�Øiß�Ö�è[Õiß�ÕcÞ¼ç½Ý¼Øiß�Ö[ÕiÝ½Ý¼Ù�Õ'é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ�è�éRÚVÖzì

Ý¼ÕiÝ½ç�Ã Á �P�
ÂÆØ�Ü�ÙzÝ¼ØißzÚVÝ½ß[Ùzä c Ö�ÚzØiçH¿�½½ß[Ùzß�ç½Ü�Õ Á Ò�Ò
Âc�#Ú�ÒRÕcÞ¼è�Ã éRÚzØ�Øiè�Ñ)ÞRÕiÝ½ç�Ã�¿©æRç½áiÒRÙPÑ�ÕiÝ½Ý½×L¿öÖ�½½è�Ý½Ü�ì
ß[ÕVÕ¼����� Ò�æ�¿O× Ù�Ð�Ùzá�ÝRÚ�Ô½çH¿�Æ�ß[Ù�é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ'Ü�ÚVÜ

v� (r; c)
���yÝRÚ
ÒRÙzí�ç½Ô½Ý¼Ù½æ¼ç¼Ø9½¼ÙVÒH¾�á�è�Ã&ÚzØiçH¿�½½ß[Ùzß�ç½Ü½è Á Ò�Ò
ÂcæÞ½ÒHÃËÒ¼ÓyÐ�ÙzífÙ�Ô½ç¼ØcÒÇÚ

c
¿IÙPÑ�Ý¼ÙK½¼ÙVÒ¼è�Ô½ç½ß�¾�é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ

v� (r; c)
½½é½ç

r > 0
�

�����K�����Z�����S���������N�������K�?�o�����H�#�Z�8�����������
�i���
� ���o�>�



ï�ð�ñ#¦ ¢�ò�­�¦
§oóo¯#¤#¬Ìô@¦
õ>ó
­�óoö�¬9¢�ò>¯#÷*ø
§o÷*ù�¤#ð9¢�¬�¯#¤#ú×ô ¢�ûeü�óoð�ù�¬�ö�óý§o¤#ø�ü�¬�§o÷*ø
ð�ö¹ü�þ>õ>ö�þ�ü ����ÿ

î_ÚVÜ½çH¿öÙ�ÐzéRÚVáfÙ�¿©æ�½½é½çýÄ�ç½Ü�Øiç½é¼ÙzÖ]ÚVÝ½Ý¼Ù�¿öá�ÝRÚ�Ô¼ÕiÝ½ç½ç
ω
æ¼é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ±á
Ú
ÞÇÚ�Ô½ç Á �P�
Â¯â Á �P}
ÂyØiÖ[Ù�Þ¼ç½ß[Ø0Ã&Üé¼Õiå)ÕiÝ½ç½Ó Øiç¼Øiß[Õ8¿O× è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç½ä

v+ (r1;C) = v� (r1; c), v+
0(r1;C) = v�

0(r1; c), Á }��
Â
ÖËÜ�Ùzß[Ùzé¼Ùzä

r1 > 0 	 Ò¼ÓyÐ�Ù�Õ�Ä�ç½Ü�Øiç½é¼ÙzÖ]ÚVÝ½Ý¼Ù�Õ�Ô½ç¼ØcÒRÙ½æxÚ�Ý¼Õiç½á�Ö[Õ�Øiß�Ý½×L¿Oç�Ö�×1Øiß�è�½RÚVÓ�ß Ô½ç¼ØcÒÇÚ
c
ç
C
���ØcÒ¼çÎ½RÚVéRÚ

(c0, C0)
Ã�ÖzÒHÃ½Õiß[Ø0ÃËé¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ8¿$Øiç¼Øiß[Õ8¿O× Á }��
Âcæ�ß[Ù±é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ v(r)

á
Ú
ÞÇÚ�Ô½ç Á �P�
Â¯â Á �P}
ÂXÝRÚ�Å]ÙVìÞ¼ç½ß[Ø0ÃMÜ�ÚVÜ
v(r) =

(
v� (r1; c0), 0< r < r1,

v+ (r1;C0), r1 < r.
Á }���Â

�'ÒHÃ ÞRÙzÜ�ÚVá
ÚVß[ÕcÒH¾�Ý½×*Å&Ö�×©Ô½ç¼ØcÒRÕiÝ½ç½ä&Ö]Ú Ñ�ÝRÚ A ëoê æ�ê ã ��é��Hè��Há â8è�(±á
Ú
ÞÇÚ�Ô½ç Á �P�
Â¯â Á �P}
Â©ç;Øiç¼Øiß[Õ8¿O× Á }��
ÂcæÜ�Ùzß[ÙzéRÚ Ã;ØcÒRÕcÞ¼è[Õiß�ç½áV½½é¼ÕcÞ½ÒRÙPÑ�ÕiÝ½ç½ä¿�<çeÒ����ØcÒ¼çËá�ÝRÚ�Ô¼ÕiÝ½ç¼Õ
ω

Ä�ç½Ü�Øiç½é¼ÙzÖ]ÚVÝ¼Ù½æ>½½é¼Ù@À¼Õ�Ø�Ø�é¼Õiå)ÕiÝ½ç�ÃËØiç¼Øiß[Õ8¿O× Á }��
Â�¿IÙPÑ�Ý¼Ù)ÝRÚVíqÒHÃ�Þ¼Ý¼Ù�ç½áfÙ�ÐzéRÚ
ìá�ç½ß�¾�ØcÒRÕcÞ¼è�ÓiÙ�çH¿6Ù�ÐzéRÚVáfÙ�¿©�&#OÚzØ�Ø8¿IÙzß�é½çH¿6½�ÒRÙ�ØiÜ�Ù�Øiß�¾
f v(r1); v0(r1)g

�Vë<é½ç)ç½áP¿IÕiÝ¼ÕiÝ½ç½ç�½RÚVéRÚ@¿IÕiß�éRÚ
cß[ÙzÔ½Ü�Ú

(v� (r1; c), v�
0(r1; c))

½½é¼Ù�Ð�ÕiíiÚzÕiß0Ö6Æ�ß[Ùzä×½�ÒRÙ�ØiÜ�Ù�Øiß�çöÖzÞRÙVÒH¾9Ý¼ÕiÜ�Ùzß[Ùzé¼Ùzä·Ü½é½ç½Ö[ÙzäFæ�Ü�Ùzß[Ùzé½è�Ó)æ
Ø�ÙzíqÒÇÚzØiÝ¼Ù6éRÚzØ�Øiè�Ñ)ÞRÕiÝ½ç�Ã�¿ ç½á�éRÚVáiÞRÕcÒÇÚr}�æ<¿O× Ù�Ð�Ùzá�ÝRÚ�Ô½çH¿ Ü�ÚVÜ

γ�
���yÝRÚ
ÒRÙzí�ç½Ô½Ý¼Ù½æ�½½é½ç�ç½áP¿IÕiÝ¼ÕiÝ½ç½ç

½RÚVéRÚ@¿IÕiß�éRÚ
C
ß[ÙzÔ½Ü�Ú

(v+ (r1;C), v+
0(r1;C))

½½é¼Ù�Ð�ÕiíiÚzÕiß�Ö¹Æ�ß[ÙzäØÑ�Õy½�ÒRÙ�ØiÜ�Ù�Øiß�ç;ÖzÞRÙVÒH¾)Þ¼é½è�ífÙzä Ü½é½ç�ì
Ö[ÙzäFæ]Ü�Ùzß[Ùzé½è�Ó³¿O×öÙ�Ð�Ùzá�ÝRÚ�Ô½çH¿�Ü�ÚVÜ

γ+
�]�<é½ç½Ö�×1Õ

γ�
ç
γ+
Øiß�é¼ÙPÃ�ß[Ø0Ã�Ô½ç¼ØcÒRÕiÝ½Ý¼Ù�Þ�ß[ÙzÔ½Ü½ç�½¼Õié¼Õ�Ø�ÕiÔ¼ÕiÝ½ç�Ã

Ü½é½ç½Ö�×*Å
γ�

ç
γ+

Ø�Ù�Ùzß�Ö[Õiß[Øiß�Ö�è�Ó�ßËé¼Õiå)ÕiÝ½ç�Ã�¿ á
Ú
ÞÇÚ�Ô½ç Á �P�
Â¯â Á �P}
Âc��ÓiÐ�Õ�Ü½é½ç½Ö�×1Õ
γ�

ç
γ+

½½é¼Ù8Å]Ù�ÞHÃ�ß
Ô¼Õié¼Õiá�ÝRÚ�ÔRÚ
ÒRÙ¿Ü�Ù�Ùzé[Þ¼ç½ÝRÚVßV�<ë�ÙVÒ¼è�ÔRÚVÓiÙ�Ú Ã½Ø0Ã ß[ÙzÔ½Ü�ÚÔ½¼Õié¼Õ�Ø�ÕiÔ¼ÕiÝ½ç�Ã Ø�Ù�Ùzß�Ö[Õiß[Øiß�Ö�è[Õiß·ß�é½ç½Ö�çRÚ
ÒH¾�Ý¼Ù�¿Oè
é¼Õiå)ÕiÝ½ç½Ó

v(r) � 0
æ�½½é½çeÆ�ß[Ù�¿

c0 = C0 = 0
�Ç�<é¼Ù�¿IÕ±ß[ÙzífÙ½æRÜ�Ú Ñ)ÞÇÚ Ã&ç½á�Ü½é½ç½Ö�×*Å&ØiçH¿�¿IÕiß�é½ç½Ô½ÝRÚ�Ùzßzì

Ý¼Ù�Øiç½ß[ÕcÒH¾�Ý¼ÙËÝRÚ�ÔRÚ
ÒÇÚ�Ü�Ù�Ùzé[Þ¼ç½ÝRÚVßVæxÔ½ß[Ù�Ùzß�éRÚ Ñ)ÚzÕiß ç½Ý½Ö]ÚVé½çRÚVÝ½ß�Ý¼Ù�Øiß�¾ è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã Á �P�
Â1Ùzß�Ý¼Ù�Øiç½ß[ÕcÒH¾�Ý¼Ùá
Ú@¿IÕiÝ½×
v(r) ! � v(r)

��ë<é½çH¿IÕiéÌ½¼ÙzÖ[ÕcÞRÕiÝ½ç�ÃËÜ½é½ç½Ö�×*Å
γ�
ÝRÚç½�ÒRÙ�ØiÜ�Ù�Øiß�ç

f v(r1); v0(r1)g
½¼ÙzÜ�ÚVá
ÚVÝ ÝRÚ

é½ç¼Øiè�Ý½Ü�ÕSÒ��
v'

v

g-

g+jlknm o+ß+o�qsw=kn~�y{wT�=r�m�v w=r3y{}=k+�Tz=w=k=�3�R�

 �

k

 +

}nx'�+tnr�m�z&r�m�v k {v(r1); v0(r1)} �=w=k m = 0
�
� = −1

kCâsk=z+m�k+�w=r3��x }=}=r�~>�{}nx��=y{}=k=k
!
oED�r3�=z=kG�=y{w=y
m�y{�=y{}=k+�Dz=w=k=�3�R�Dm�r3r3v �3y{v3m�v �3u&Ü_v�w=y�
iy{}=k+�n~W�
x�|�x��=kb��p
���ÚÙ���p
Û��<o × v �3y{w+�ãD|�y{}=k+��k=�s�=u&}=z=v�xGFno ßO�=r3�{�3r t=�=Ü_vDu&v �3y{w�ãD|�x v ån�+�=v rG�=w=kC|�x�tnå3}=y{��
iy
~7u&�3y�tnk=�=y{}=k=k |c| k |C| z=w=k=�3�2y 
 �k


 +
}=yF�=r3�nx�|�u&v��3}=u&v w=å7}=y{z&r3v r3w=r3è{rÇ�=w��n~�r3u&è{r tnå3}=k=z+x=�lz&r3v r3w=�2�9�=r3z+x �
x }9�=u&}=z=v k=w=r�~RoHD�x z=kn~6r3Ý3wnx���{r�~R�n�=w=kb|�x }=}=r�~

!
�
x�|�x��nx���p
���ÚÙ���p
Û���}=y'kn~�y{y{vG|�w=u&è{k+��w=y�
iy{}=k=���nz=w=r�~�y'v y������=v rT�=r3z+x �
x }=�f}nxi|�x }=}=r�~w=knm�u&}=z&y3o

Ë ØcÒ¼è�ÔRÚzÕV½½é¼Ùzç½á�Ö[ÙVÒH¾�Ý¼ÙzífÙ%½¼Ùzß[ÕiÝ�À½çRÚ
ÒÇÚ
V (r)

Ö�á
ÚVçH¿OÝ¼Ù�Õ'éRÚzØ9½¼ÙVÒRÙPÑ�ÕiÝ½ç¼Õ�Ü½é½ç½Ö�×*Å
γ�

ç
γ+

¿IÙVì
Ñ�Õiß�Ðz×©ß�¾�ÞRÙ�ØißzÚVß[ÙzÔ½Ý¼Ù�ØcÒRÙPÑ�Ý½×L¿©�?Ó1Þ¼ÝRÚVÜ�Ù�Ö�ØcÒ¼è�ÔRÚzÕ

m = 0
ç
σ = � 1

æ¼Ù@½½ç½éRÚ Ã½Ø9¾�ÝRÚ�ÒRÕ8¿�¿O× �hâoÕ¼æ
¿IÙPÑ�Ý¼Ù$è�Ü�ÚVá
ÚVß�¾�ë
á���é������=? á�:
�Hã@â8è�(6ÝRÚÈ¿OÝ¼ÙPÑ�Õ�Øiß�Ö[Õ6á�ÝRÚ�Ô¼ÕiÝ½ç½äí½RÚVéRÚ@¿IÕiß�é¼ÙzÖ

c
ç
C
æXíqÞRÕMÒRÕ9Ñ)ÚVß

ê âPé�ß[ÙzÔ½Ü½çÔ½¼Õié¼Õ�Ø�ÕiÔ¼ÕiÝ½ç�ÃÔÆ�ß�ç>Å�Ü½é½ç½Ö�×*Åx��ÚÁÙzíqÒÇÚzØiÝ¼Ù9ØcÒRÕcÞRØiß�Ö�ç½Ó ç½á�ÒRÕ8¿�¿O× }�æ_á�ÝRÚ�Ô¼ÕiÝ½ç¼ÕÌ½RÚVéRÚ@¿IÕißzì
éRÚ

c
ÞRÙVÒHÑ�Ý¼Ù ÒRÕ9Ñ)ÚVß�¾&Ö Þ¼çRÚ ½RÚVáfÙzÝ¼Õ

(� c� ; c� )
æxíqÞRÕ

c� =
p



æxç½ÝRÚ�Ô¼Õ�é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ

v� (r; c)
ÙzÜ�Ú Ñ�Õiß[Ø0Ã
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���n* �#�  %��¡N¢�£F¤�¥N¦
§�¨�©ª��¡K�*«�¬P­�®L¢�¤#¯

Øiç½Ý½í�è
ÒHÃ�é½Ý½×L¿©�
Ú;Þ¼é½è�ífÙzä)Øiß[Ùzé¼ÙzÝ½×'æ
Ö�Ø�Ù�Ùzß�Ö[Õiß[Øiß�Ö�ç½ç�ØOÒRÕ8¿�¿�Ú@¿OçKÒÆçNÕ¼æfÔ½ç¼ØcÒRÕiÝ½Ý¼Ù�Õ�½¼Ù�Øiß�é¼Ù�ÕiÝ½ç¼ÕÁÜ½é½ç�ì
Ö[Ùzä

γ+
ßzÚVÜ�Ñ�ÕK¿IÙPÑ�Ý¼ÙMÙ�Ð�Ùzé½Ö]ÚVß�¾¼æxÕ�ØcÒ¼çr½½é½ç9Ý¼ÕiÜ�Ùzß[Ùzé¼Ù�¿í½¼ÙVÒRÙPÑ�ç½ß[ÕcÒH¾�Ý¼Ù�¿ á�ÝRÚ�Ô¼ÕiÝ½ç½ç

C = C � > 0Ö�×F½¼ÙVÒ¼Ý½ç�Ò¼ç¼Ø9¾�è[ØcÒRÙzÖ�ç�Ã

ω � V (r) � 3v+
2(r;C � ) +

1
4r2 < 0, v+ (r;C � ) > 0, r 2 [r1; r1 ),

v+ (r1;C � ) >
p


 , v+
0(r1;C � ) < 0,

ßzÚVÜ�Ü�ÚVÜ6Þ½ÒHÃ&Ö[Ø�ÕJÅ6á�ÝRÚ�Ô¼ÕiÝ½ç½ä
C > C � é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ v+ (r;C)

Ðzè
ÞRÕißMØiç½Ý½í�è
ÒHÃ�é½Ý½×L¿©��Ë Øiç�Ò¼è;Ý¼ÕiÔ¼Õiß�Ý¼ÙVì
Øiß�ç9Ý¼ÕcÒ¼ç½Ý¼Õiä½Ý¼ÙzífÙ Ô�ÒRÕiÝRÚ�é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ

v+ (r;C)
Ðzè
ÞRÕißMØiç½Ý½í�è
ÒHÃ�é½Ý½×L¿ çr½½é½ç

C < � C � �¼��ÙzÜ�ÚVá
ÚVÝ½Ý½×1Õ
è�ß�Ö[ÕiéoÑ)ÞRÕiÝ½ç�Ã6½¼Ùzá�Ö[ÙVÒHÃ�Ó�ßMØiÜ�ÚVá
ÚVß�¾¼æ Ô½ß[Ù�Þ½ÒHÃ&Ö[Ø�ÕJÅ;ÞRÙ�ØißzÚVß[ÙzÔ½Ý¼ÙØÐ�ÙVÒH¾�å�ç>Åý½¼ÙÌ¿IÙ�Þ¼è
Ò¼Ó

c
ç
C
Ü½é½ç�ì

Ö�×1Õ
γ�
Ý¼Õi½¼Ù@½RÚ
Þ¼è�ß�Ö�Ý½è�ß�é�¾)Ý¼ÕiÜ�Ùzß[Ùzé¼ÙzífÙK½½éoÃ�¿IÙzè�ífÙVÒH¾�Ý½ç½Ü�Ú�ÝRÚN½�ÒRÙ�ØiÜ�Ù�Øiß�ç

f v(r1); v0(r1)g Á ½½é½çH¿IÕié½¼ÙzÜ�ÚVá
ÚVÝ;ÝRÚ)é½ç¼Ø���Ò
Âcæ¼Ú�ØcÒRÕcÞRÙzÖ]ÚVß[ÕcÒH¾�Ý¼Ù½æRÝ¼Õ�Ø8¿IÙzí�è�ß�çH¿IÕiß�¾�ß[ÙzÔ¼ÕiÜØ½¼Õié¼Õ�Ø�ÕiÔ¼ÕiÝ½ç�Ãx�
�'ÒHÃ ç¼Ø�ØcÒRÕcÞRÙzÖ]ÚVÝ½ç�Ãöá
ÚVÖ�ç¼ØiçH¿IÙ�Øiß�ç Ö�ç�ÞÇÚ�ØißzÚ À½ç¼ÙzÝRÚVé½Ý½×*Å é¼Õiå)ÕiÝ½ç½äöÙzß
½RÚVéRÚ@¿IÕiß�éRÚ

ω
¿IÙPÑ�Ý¼Ù

½½é¼ÕcÞ½ÒRÙPÑ�ç½ß�¾MÞ¼é½è�ífÙzäÈ¿IÕiß[Ù�Þ0Ö�ç½á�è]Ú
Ò¼ç½á
Ú À½ç½ç0é¼Õiá�è
ÒH¾
ßzÚVß[ÙzÖ¼� �'ÒHÃ6ß[ÙzífÙËÔ½ß[Ù�Ðz×�Ù�Þ¼Ý¼Ùzá�ÝRÚ�Ô½Ý¼Ù;Ù@½½é¼ÕcÞRÕcì
Ò¼ç½ß�¾�Ò¼ÓyÐ�Ù�Õ±é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õ±á
Ú
ÞÇÚ�Ô½ç Á �P�
Â¯â Á �P}
ÂcæRÞRÙ�ØißzÚVß[ÙzÔ½Ý¼Ù�á�ÝRÚVß�¾�ß[ÙVÒH¾�Ü�ÙËÙ�Þ¼Ý¼Ù�ç½á�Ô½ç¼Ø�ÕcÒ C0

ç
c0
�Rë�ÙVì

Æ�ß[Ù�¿OèËÒ¼ÓyÐ�Ù�Õ�ÒRÙzÜ�Ú
Ò¼ç½áfÙzÖ]ÚVÝ½Ý¼Ù�Õ)é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼ÕN¿IÙPÑ�Ý¼Ù�Ùzß
¿IÕiß�ç½ß�¾�ß[ÙzÔ½Ü�Ùzä
(ω0, c0)

ÝRÚ�½�ÒRÙ�ØiÜ�Ù�Øiß�ç
f ω; cg

�ý<áP¿IÕiÝ�Ã>Ãç½RÚVéRÚ@¿IÕiß�é
ω
æfÝRÚ*Æ�ß[ÙzäN½�ÒRÙ�ØiÜ�Ù�Øiß�ç�¿IÙPÑ�Ý¼ÙI½¼ÙVÒ¼è�Ô½ç½ß�¾yÝ¼Õ9½½é¼Õié½×©Ö�Ý½×1ÕXÜ½é½ç½Ö�×1Õ�æVØ�Ù�Ùzß�Ö[Õiß[Øiß�Ö�è]ì

ÓiÙ�ç¼Õ�éRÚVáiÒ¼ç½Ô½Ý½×L¿ Ø�Õ8¿IÕiä¼Øiß�Ö]Ú@¿ Ö�ç>Å�é¼ÕiÖ�×*Å�Øiß�é½è�Ü½ß�è�é�è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç�Ã Á ��Âc�Fë<é½çªÆ�ß[Ù�¿ Ü�Ú Ñ)ÞRÙzä0ß[ÙzÔ½Ü�Õ�æ
½½é½ç½ÝRÚ
Þ½ÒRÕ9Ñ)Ú Ù)ÕiäËßzÚVÜ�Ùzä�Ü½é½ç½Ö[ÙzäFæ�Ø�Ù�Ùzß�Ö[Õiß[Øiß�Ö�è[Õiß)é¼ÙzÖ�Ý¼Ù±Ù�Þ¼Ý¼Ù'é¼Õiå)ÕiÝ½ç¼Õyá
Ú
ÞÇÚ�Ô½ç Á �P�
Â¯â Á �P}
Âc��ë�Ù'Ü½é½ç�ìÖ�×L¿�ÝRÚç½�ÒRÙ�ØiÜ�Ù�Øiß�ç

f ω; cg
¿IÙPÑ�Ý¼Ù�Ö[Ù�Ø�ØißzÚVÝ¼ÙzÖ�ç½ß�¾�ç�Ü½é½ç½Ö�×1Õ�ÝRÚN½�ÒRÙ�ØiÜ�Ù�Øiß�ç

f ω;Ng
æ�Ü�Ùzß[Ùzé½×1ÕVÐ�ÙVÒRÕ�Õ

ß�éRÚ
Þ¼ç�À½ç¼ÙzÝ½Ý½× Þ½ÒHÃÎÄ�ç½á�ç½Ô¼Õ�ØiÜ½ç>ÅÎ½½é½ç�ÒRÙPÑ�ÕiÝ½ç½äF�
= ï��Oï�I� (B�����ª�£�¦�£CJ °_¦¬¢$�_ �£�¥l¤�KML+¦�°_­>¥l§_¨N�_ �¢�¯_¨_²^®_¥l£� �§N@_¨_¦��

#OÚzØ�Ø8¿IÙzß�é½çH¿ ØiÝRÚ�ÔRÚ
ÒÇÚ�Ù�Þ¼ç½Ý;ç½áSÄ�ç½á�ç½Ô¼Õ�ØiÜ½ç;ÝRÚVçHÐ�ÙVÒRÕ�Õ±á�ÝRÚ�Ô½çH¿O×*Å&ØcÒ¼è�ÔRÚzÕiÖ¼æRÜ�ÙzíqÞÇÚ�è
ÞRÕiéoÑ�ç½Ö]Ú
ì
ÓiÙ�ç½ä%½¼Ùzß[ÕiÝ�À½çRÚ
ÒËçH¿IÕ�Õiß�Ö�ç�Þ

V (r) = r2 �oË×Æ�ß[Ù�¿0ØcÒ¼è�ÔRÚzÕ1è�éRÚVÖ�Ý¼ÕiÝ½ç¼Õ Á �P�
Â�½½é½ç½Ý½çH¿�ÚzÕiß)ØcÒRÕcÞ¼è�ÓiÙ�ç½ä
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Ü�Ù�Øiß�ç
f ω; cg

æUíqÞRÕ
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ç
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ÝRÚVä�ÞRÕiÝ½×'�
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ÞÇÚ
ÒRÙ�Ø9¾'ÝRÚVä½ß�çFæ[Ù�ÐVÒÇÚ
ÞÇÚVÓ�ß��Hæ���é�%������ ã&�Hã �Há@ì&á
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c = 0

��Ë ÝRÚzØiß[ÙPÃ>Ù�ç½ä6¿IÙ�¿IÕiÝ½ß ÚVÖ�ß[ÙzéRÚ@¿·Ý¼Õ
ç½á�Ö[Õ�Øiß�Ý¼Ù½æRØiè�Ù)Õ�Øiß�Ö�è�Ó�ß)Ò¼çMéRÚ
Þ¼çRÚ
ÒH¾�Ý½×1ÕNËLÚÇÐ�Õiá<Ò¼ç½Ý¼Õiä½Ý¼ÙzífÙ�ÚVÝRÚ
ÒRÙzíiÚ��
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ÒH¾
ßzÚVß�×'æ]Ü�Ùzß[Ùzé½×1Õ

½¼Ùzß�é¼Õ8Ð�ÙzÖ]Ú
Ò¼ç¼Ø9¾�ÝRÚ@¿$Þ½ÒHÃ�ÞRÙzÜ�ÚVá
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(
â<� 4�xzy${3/H|N}�}.~
���Z���s��� ) � ã@â8â<�Vá èIà�æ����9à�ã�ê���é��Hæ�é

ψ00� Q(r)ψ + F (ψ) = 0. Á }[	�Â
å$�
â8è�(Ç�����0È2�=�Hë=.Hæ�%

Q(r)
æ
F (ψ)

â��=@�é9â8è�ê��=?Fèg�Há
�Há31íæHè�é8��(=����é
r0

æ
δ / è¹ã@ë
æ�é / ��è¹á=Ì

(Q1) Q(r) > ε > 0
�@à�æ

r > r0 /
(Q2) Q(r) 2 C2(r0,+ 1 ) /
(Q3)

R1
r 0

|Q00(r )|
Q3=2(r )

dr < 1 /
(NL1) F (t) 2 C3[� δ, δ] /
(NL2) F (0) = F 0(0) = 0 4Í�á@ì{� ãnÌ

(a)
�����ù��?': á@ì&áØâ8èIà#é8�i��@�é8ì&á â{�Ôë0������?M�@à�æ

r ! + 1
à#é���é��Hæ��

ψ(r)
�9à�ã�ê���é��Hæ�� Á }[	�ÂKâ��=@�é��

â8è�ê��oé9èg��æHâ<�Há
C / è¹ã@ë
á@é / ��è¹á

ψ(r)
æ��çé8é9è ã@â8æ��T�Hè¹á è¹æHë=�

ψ(r) = Q� 1=4(r) � exp
�

�
Z r

r 0

p
Q(t) dt

�
�
C + o(1)

�
, Á }+�
Â

ψ0(r) = � Q1=4(r) � exp
�

�
Z r

r 0

p
Q(t) dt

�
�
C + o(1)

�
; Á }�

Â

(b)
�Hã@á�: á0à�á è / ��������?': á@ì&á7��æHâ<�Hã

C
â��=@�é9â8è�ê��oé9è é�� æ��Hâ8è�ê@é����Há@é�â8èIà#é8�i��@�é8é9â{�
ë9������?M�@à�æ

r ! + 1
à#é���é��Hæ�é

ψ(r)
�9à�ã�ê���é��Hæ�� Á }[	�Â / æ��çé�?'@�é8éçã@â8æ��T�Hè¹á è¹æHë=� Á }+�
Â9ä Á }�

Â 4

G;Y�N<NDÀ?�=¼�À½QR^_Y]^_LlÁ�E
(
â<� 4.xzy${3/X|N}�}.~
���Z������� ) å$�
â8è�(WÈ2�=�Hë=.HæHæ

x(t)
æ
y(t)

á��@à#é��@é8��é���� �Hã
á èIà#é{� ëoé

[a; b]
æÉ�=� á@ê���é9è�ê á0à���?Fè �Hã A è¹á
��á èIà#é{� ëoé$�9à�ã�ê���é��Hæ����

xtt � f (t, x) = 0,

ytt � g(t, y) = 0â8á á è�ê@é9è¹â8è�ê@é����Há 4 å$�
â8è�(
A 6 x(t), y(t) 6 B / æËÈ2�=�Hë=.HæHæ

f (t, ξ)
æ
g(t, ξ)

á��@à#é��@é8��é���� �Hã
[a; b] � [A;B] 4 å$�
â8è�(�è¹ã@ë+1 éSê��2�Há
������?Fè¹â{�râ<��é����=?'@¹æ�é$�
â<�Há@ê æ���Ì

(i) f (t, ξ)
�Vá��Há è¹á����Háb��é$�=:���ê ã�é9è ë
ã@ë�È2�=�Hë=.Hæ��

ξ / ξ 2 [A;B] �
(ii) f (t, ξ)

�Hæ����¹æ�.��"��é��@à#é�à���ê��Hã�ë
ã@ë�È2�=�Hë=.Hæ��
ξ / ξ 2 [A;B] �

(iii) f (t, ξ) 6 g(t, ξ)
�����6ê âPé{�

(t, ξ) 2 [a; b] � [A;B] 4Í�á@ì{� ã%é9â<�Hæ
x(a) 6 y(a)

æ
xt (a) 6 yt (a) / è¹á

x(t) 6 y(t)
æ
xt (t) 6 yt (t)

�����7��?': á@ì&á
t 2 [a; b] 4
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Î�Ï�Ð_Ñ=Ò�Ï�Ó�Ô�Ñ�Ö ç'y
~¬~¬x$m�wnx �3}=y{}=k+�>v�x z+ãDyOr�m�v�x y{v3mì�>m��=wnx �3y<|ntnk=�3r3���=y
m<tnk
A
�
B

k+tnk
b
�=� t=�=Ü_v3mì�>Ý3y
m<�z&r3}=y{�=}=�Y~�k�o3qsw=kDë{v r�~W�'u�m<tnr3�3k=kb�^� � ��}=y{r3Ý���r
|�kn~�r��
x3~�y{}=k=v åsv w=y{Ý3r3��x }=k=y�tnk=��
ik��=y{�3r�m�v kTâsu&}=z��=k=k

f (t; � )}nxGv w=y{Ý3r3��x }=k=y_tnr3z+x�tnå3}=r3�$tnk=��
ik��=y{�3r�m�v kbë{v r3�>âsu&}=z��=k=k�oÎ�Ï�Ð_Ñ=Ò�Ï�Ó�Ô�Ñ�Ö áOt=�i|�r3z+x �
x v y�tnå�m�v ��x�}=y{z&r3v r3w=�R�iu&v �3y{w�ãD|�y{}=k=�$~��9knm��=r tnå3�{u3y
~Wm<tny<|�u&Ü_äiy{y2r3Ý3r3Ý3äiy��}=k=ystny
~¬~�� m�wnx �3}=y{}=k+��o î m<tnk��3�2�=r tn}+�=Ü_v3mì��u�m<tnr3�3k+���^� �ÚÙ��^� � � ��k���|�r3Ý�x �3r3z
x(b) 6 y(b)

k
x t (b) > yt (b)

�=v r
x(t) 6 y(t)

k
x t (t) > yt (t)

|nt=�FtnÜ_Ý3r3è{r
t ∈ [a; b]

o�j¬x �{u+~�y{y{v3mì�����=w=kWë{v r�~0�=w=y<|��=r t�x è�x y{v3mì���n�=v r
b
z&r3}=y{�+�}=rn��x

a
~�r�ãDy{v�Ý3�2v å�Ý3y
m�z&r3}=y{�=}=rnonáir3z+x �
x v y�tnå�m�v �3rG|�x }=}=r3è{r�u&v �3y{w�ãD|�y{}=k+�Wtny{è{z&r��=w=r3�3y
m�v kÇmG�=r�~�r3äiå3Ü�
x3~�y{}=�
� = −t
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