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×I�

AL�CBED/¢k¡GF4H=IKJ�L5¢ML$£~£�L%NPO�DRQSFE¡�¢MD��RL6T;¡GF4H$£�DRQUTVHRWXOKY9¡!DRZ6Y�L6J�D��RL$£~¤K[ £�L
QG\ ¡�Y9¡

] å_^Iåa`cb;d�egfih.jSe;k�k�lSemlSn�oVfib.k�o�e
Ø�Î�Ó®Ñ³Ì}��Ô$Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÝQÎ�Ì6Ë�ÉaÓQÎ�É	¨³Ñ®Ý®Ñ®È®Ý³ÍEÐdÍ�ÓQÎ�¨³Ñ®ãmÌdÎ�ÙEÚmÍEÈ®Õ®Ñ9Õ�ÍEÚmÍEÓ³ÍEÖ�ÔEã�¨³ã�Ú$Ò®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊEÆ³â�Ú}ß~¦TÐxÝ³Í�Á

ÊmÉaÝ®Ý®ËfÉhÌxÍ}ÌaÚmÍdâ�Ý®Ñ®âGÕ�ÍEÝ³ÌaÚ}Ó®ã�Ñ®Ó®ãmÉ6¦uÍEÖÅÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦TË��fÈoÍEÈ®Õ®ã�ÝQÎ�Ì6Ë�ÉaÓ³Éu¦uÍ�Å9Ý³Í�Þ
Î�¨ÂÎBÚ}ß Ê�ã�Ð~ÆQÍEÊ}Ë¾×½Õ�Í}ÍEÓfÁ
¨³Ñ®ÝQÎBÚEÎ
×

(θ, ϕ)
Ñ�Æ³Ñ¿Ê9Ò®ÓKâ(¦uÍEã�ÐdÍBÆ³ß}Ý®Ë¾×¿Õ�Í}ÍEÓ2¨³Ñ®ÝQÎBÚEÎ
×

x = cosϕ sin θ, y = sinϕ sin θ, z = cos θ,
ÕW��×

Ò³Í6¨³È®Ñ®Ý®â�ÇuÌ�Ñ�×KÌ~â ãmÌYÆQÍEÊ}Ñ®Ç
x2 + y2 + z2 = 1

�TÛhÓKâ(¦uÍEã�ÐdÍBÆ³ß}Ý®ËfÉGÕ�Í}ÍEÓ2¨³Ñ®ÝQÎBÚ}Ë ×�ÎBÓQÎBÕ®ÚmÉaÓ®Ñ®Þxã�Ç$ÚmÌ~â
Ò®Ó®Ñ³Ìaã�ÚmÌaÚ}Ê}Ñ³É6¦ Ñ®ÞdÔEË°ÚmÍEÈ®Ý³ÍEÖ¿Ú}Ó³ÉaÚ}ßmÉaÖGÒ³ÉaÓ³É6¦uÉaÝ®Ý³ÍEÖ¼Ù®Ý³Í§Þ
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Í}ÌxÍ}Ô}ÉaÝ®Ý³Í}ÌaÚmÉaÖ¿Ò®Ó®ÑGÓQÎEÌxÌ6¦uÍEÚ}Ó³ÉaÝ®Ñ®ÑÅÍEÕ®Ó³ÉxÌaÚ}Ý³Í}ÌaÚmÉaÖ¿ÌxÉaÊmÉaÓ®Ý³ÍEÐdÍ ÑGÇ$Å9Ý³ÍEÐdÍ Ò³ÍBÆ³ÇhÌxÍEÊ ÝQÎ�Ì6Ë�ÉaÓ³ÉqpØÑdlÂ�

��ÎBÕÞ¨QÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÝ³Í�Û$Æ³Ë°Õ®Ñ®Ý®Ë�¦°ÙµÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ³É>Ì6Ë�ÉaÓ®Ë Ê�ÌxÉxÔdâ�¦uÍ�Å�ÉaÚ%Ñ.¦uÉaÚ}ß�ÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ®Ñ®Ö
ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓCÒ®Ó®Ñ>ÝQÎ
Æ³Ñ®È®Ñ®ÑCÝ³É~¦uÉaÝ³ÉxÉ§È³ÉaÚ}Ë°Ó³ÉY×_¨³Ë°Ó³ÍEÕ_Ñ Í6¨³Ý³Í}ÌaÊ}â�ÞxÝ®Ë¾×ºÍ}ÔBÆÂÎEÌaÚmÉaÖ¼ÙÂÝ³É§Ò³Í}ÌxÉ*Ì9ÎEÉ6¦TË¾×
Ò®Ó®Ñ®ÝQÎ�¨®ÆQÉ*Å Î�Ì�Ñ.¦TÑ%ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ®ã¿Ú}ÓQÎEÉaÕ®ÚmÍEÓ®Ñ®â(¦TÑ¼�7¥ØÝQÎ�É ÉaÖÅÕ�ÍEÝ³ÌaÚ}Ó®ã�Õ(Ê®Ñ®ÑiÃxÚ}ã=Ó³ÍBÆ³ß½ÔEã�¨³ã�Ú�Ñ®ÐxÓQÎBÚ}ß
ÍEÕ®Ó³ÉxÌaÚ}Ý³Í}ÌaÚ}Ñ>È³ÉaÚ}Ë°Ó³ÉY×=ÚmÍEÈ³ÉaÕsr�ÙuthÙ-n$Ù.s ÌhÕ�Í}ÍEÓ2¨³Ñ®ÝQÎBÚEÎ ¦TÑ

(x, y, z) = (±1/
√

2, 0, ±1/
√

2)
�

vTÎEÌxÌ6¦uÍEÚ}Ó®Ñ.¦þÒ³Í}ÌYÆQÉ	¨QÍEÊKÎBÚmÉYÆ³ß}Ý³Í}ÌaÚ}ßCÈ³ÉaÚ}Ë°Ó³ÉY×�Ê}Ë°Ò³ÍBÆ³Ý®â®É6¦TË¾×%Í6¨³Ý³Í¿Þ
Î�¨³Ó®ã�ÐxÑ.¦ØÝ³ÉaÒ®Ó³ÉaÓ®Ë°Ê}Ý®Ë¾×
Ò®Ó³ÉxÍ}ÔEÓQÎBÞdÍEÊKÎBÝ®Ñ®Ö¼Ï

• w
x Ogy zMO{zG|u}G|-~G~uL$~!� Ñ�Ì6¦uÉ*Ì ÉaÝ®Ñ³É$Ñ®ÞdÍ}ÔEÓQÎ�Å ÎBÇuÌ�Ñ�×½ÚmÍEÈ³ÉaÕGÊ ¨QÍBÆ³ß�ÒQÎBÓQÎ
Æ®ÆQÉYÆQÉaÖ¿ÍEÚ~¦uÉaÓ®Ñf¨³ÑfÁ
ÎBÝ³ÍEÊ(pqrqt�l�ÑspusÚn$l�Õ=ÓQÎBÊ}Ý³ÍEã�¨ÂÎ
ÆQÉaÝ®Ý³ÍEÖCÍEÚ�Ý®Ñ�×½¦uÉaÓ®Ñf¨³Ñ³ÍEÝQÎ
Æ³ß}Ý³ÍEÖCÍEÕ®Ó®ãFÅ9Ý³Í}ÌaÚ}Ñ�á

• � �G���¿L�}MLKJMNG�G|-~!�QJMOQL Pg}G|u�ºLKJG�ML%PQOgyG}oFS�áO w ��� Ì=ã�Ð~ÆQÍEÊmÍEÖ ÌaÕ�ÍEÓ³Í}ÌaÚ}ß}Ç Ù�Æ³Ñ®Ý³ÉaÖ®Ý³ÍºÞ
Î�ÁÊ}Ñ³Ì~âfÌ ÉaÖºÍEÚ
z
ÙÂÚEÎBÕCÈ®ÚmÍ�Ñ®ÞdÍ}ÔEÓQÎ�Å ÎBÇuÌ�Ñ³É ÚmÍEÈ®Õ®ÑCÝQÎ�ÒQÎBÓQÎ
Æ®ÆQÉYÆ³Ñ¼ÙÁÒ®Ó³Íx×KÍ6¨³âfÌ ÉaÖºÈ³ÉaÓ³ÉaÞ4tÜÑÂn$Ù

Í}ÌaÚEÎBÇ$ÚmÌ~â¿Ý³ÉaÒ³Í6¨³Ê}Ñ(Å9Ý®Ë�¦TÑ¼ÙÁÎ ÝQÎ�ÒQÎBÓQÎ
Æ®ÆQÉYÆ³Ñ¼Ù³Ò®Ó³Íx×KÍ6¨³âfÌ ÉaÖ>È³ÉaÓ³ÉaÞ=rþÑds Ù³ÌxÍEÊmÉaÓ(É9ÎBÇ$Ú�Ò³ÍEÊmÍ�Á
Ó³ÍEÚ9ÝQÎ=��ãAÎ ◦ á
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Æ³Ñ®È®Ñ³É�×�ÎBÓQÎBÕ®ÚmÉaÓ®Ý³ÍEÖ>Ò³ÍEÒ³ÉaÓ³ÉaÈ®Ý³ÍEÖ§Ë�ÓQÎBÕ®ÚEÎ
Æ³ß}Ý³ÍEÖ
ÌaÚ}Ó®ã�Õ®Ú}ã�Ó®Ë ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ��
>hÍEÓ³Í É Í$Ê}Ñf¨³Ý®ËáÝ³ÉxÌaÕ�ÍBÆ³ß}Õ�Í�Ò³ÉaÓ®Ê}Ë¾× ã�Ó³ÍEÊ}Ý³ÉaÖzÃxÚmÍEÖ�ÌaÚ}Ó®ã�Õ®Ú}ã�Ó®Ë�Ñ Í}Ô*½¼ÉaÕ®Ú
Õ�ÎBÕ ÔEË�ÌxÍ}ÌaÚEÎBÊEÆQÉaÝ Ñ®Þ�Ò³ÍBÆQÍ}ÌxÍEÕ¼ÙoÕ�Î�Å9¨ÂÎBâ,Ñ®Þ�Õ�ÍEÚmÍEÓ®Ë¾×,ÌxÍ6¨QÉaÓ+Å9Ñ®ÚºÒ³ÍBÆQÍ}ÌaÕ®Ñ ÌYÆQÉ	¨³ã�ÇuÌ ÉaÐdÍ¿ã�Ó³ÍEÊ}Ý®âIÙ
Ñ¿ÚEÎBÕ½¨ÂÎ
ÆQÉxÉ}�

àIÎBÊ}Ñ³ÌaÑ.¦uÍ}ÌaÚ}ß�¨³Ê}ãK× Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÚmÉYÆQÉaÖÜà�â�Ò®ã�Ý³ÍEÊKÎ%ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®â
TS

ÍEÚ ÒQÎBÓQÎ ¦uÉaÚ}ÓQÎ
ε
Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÝQÎ

ÝQÎ%Ó®Ñ³Ì}��r��¾ÛhÓ³Í Ê³É	¨³ã�ÓQÎ,Ê}Ë°È®Ñ³ÌYÆQÉaÝ®Ñ®ÖÜÌxÍ}ÌaÚmÍEÑ®Ú Ê ÌxÍEÊ2¦uÉxÌaÚ}Ý®Ë¾× Ñ®ÚmÉaÓQÎ�Ê®Ñ®â�×ØÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®â�Õ&ã2×YÙLÕ�
2×
Ñz¨³Ê}ãK×9Õ�ÍA¦TÒ�ÆQÉaÕ®ÚmÍEÊ�ÌxÍ}ÍEÚ}ÊmÉaÚmÌaÚ}Ê}ã�ÇuÌ�Ñ�×�ã�ÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ®Ö½Ê§ÊKÎBÓ®ÑQÎ�Ê®Ñ®â�×I�FØ�Î�Õ�Î�Å9¨QÍA¦ÇÉ9ÎBÐdÉfÒ®Ó³ÍEÑ®ÞxÊmÍ6¨³Ñ®Ú Á
Ì~â ÍEÓ®ÚmÍEÐdÍEÝQÎ
Æ³Ñ®Þ
Î�Ê®Ñ®âáÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ³ÍEÊºÊmÍEÞ�¦TãFÌ ÉaÝ®Ñ®â Õ ÓQÎ�¨³Ñ®ãmÌ	ÁsÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ®ã

(x, y, z)
ÑH¨³Ó®ã�Ð=ÕH¨³Ó®ã�Ðxã%Ñ Ñ�×

Ý³ÍEÓ.¦TÑ®Ó³ÍEÊ}Õ�Î½ÝQÎkË�Ñ®Õ�ÌaÑ®Ó³ÍEÊKÎBÝ®Ý®ã�Ç Õ�ÍEÝ³ÌaÚEÎBÝ®Ú}ãm�IÛ�ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÚmÉYÆ³Ñºà�â�Ò®ã�Ý³ÍEÊKÎ�Ò³ÍBÆ³ã�ÈQÎBÇ$ÚmÌ~âÅÕ�ÎBÕ>ã�Ð~ÆQÍEÊ}ËfÉ
Õ�Í Ã�ËÚË�Ñ(Ê®Ñ³ÉaÝ®Ú}Ë Ò®ÓKâ(¦TË¾×IÙ}ÎBÒ®Ò®Ó³ÍEÕ�ÌaÑ.¦TÑ®Ó®ã�ÇuÌ�Ñ�× Þ
ÎBÊ}Ñ³ÌaÑ.¦uÍ}ÌaÚ}ß�ÝQÎBÕ�ÎBÒ�Æ³Ñ®ÊKÎBÇuÌ�Ñ�×KÌ~â�Ìaãf¦�¦¿ÆQÍEÐaÎBÓ®Ñ.Ë!Á
¦uÍEÊ�ÍEÚ}Ý³Í É ÉaÝ®Ñ®â=Ý³ÍEÓ.¦�¨®Æ³â=ÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ³ÍEÊ�ÊmÍEÞ�¦TãFÌ ÉaÝ®Ñ®â¿ÍEÚ9Õ�ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÚ}ÊKÎ�Ñ®ÚmÉaÓQÎ�Ê®Ñ®ÖH¼ Ô�t³Ù.Ô}��¿��

¥ñÍ}ÔBÆÂÎEÌaÚ}Ñ
ε < εc ≈ 2.03

Í6¨³Ñ®Ý�Ñ®Þ9¨³Ê}ãK×>Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÚmÉYÆQÉaÖ%à�â�Ò®ã�Ý³ÍEÊKÎ½Ò³ÍBÆQÍ�Å9Ñ®ÚmÉYÆ³ß}Ý®Ë°Ö¼Ù¼È®ÚmÍGÐdÍ�Á
ÊmÍEÓ®Ñ®Ú�Í ÝQÎ
Æ³Ñ®È®Ñ®Ñ=×�ÎEÍ}ÌdÎ�ÙQÎ�Ê}ÚmÍEÓ³ÍEÖÅÍEÚ}Ó®Ñ(ÊQÎBÚmÉYÆ³ß}Ý®Ë°Ö¼�ÂÛhÓ®Ñ

ε > εc
Ù�ÚB�^É}�®Ò®Ó®Ñ¿ÌaÑ�Æ³ß}Ý³ÍEÖd¨³Ñ³ÌxÌaÑ®ÒQÎ�Ê®Ñ®Ñ¼Ù

Í}Ô}ÉxÌaÒ³ÉaÈ®Ñ®ÊKÎEÉ6¦uÍEÖ ÌaÚEÎ�¨³Ñ®â(¦TÑ ÌaÚmÍEÕ�Î�Ùo×�ÎEÍ}Ì½Ò®Ó³ÍEÒQÎ�¨ÂÎEÉaÚB�5Í�Ú2¦uÉaÚ}Ñ.¦ñÒ�ÆÂÎBÊ}Ý®ã�Ç Þ
ÎBÊ}Ñ³ÌaÑ.¦uÍ}ÌaÚ}ßºÒ³ÍBÆQÍ�Å9ÑfÁ
ÚmÉYÆ³ß}Ý³ÍEÐdÍ�Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÚmÉYÆ³â¿à�â�Ò®ã�Ý³ÍEÊKÎ�ÍEÚ9ÒQÎBÓQÎ ¦uÉaÚ}ÓQÎ�Ù³ÝQÎ ÐxÓQÎ Ë�Ñ®Õ�É�Õ�ÍEÚmÍEÓ³ÍEÖÅÝ³ÉaÚ�Ò®Ó³ÍEÊKÎ
ÆQÍEÊ³Ù®×�ÎBÓQÎBÕ®ÚmÉaÓfÁ
Ý®Ë¾×Ç¨®Æ³â�¦TÝ³ÍEÐxÑ�× ÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦ Ì½Ý³ÉaÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ®Ñ.¦TÑ ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ ¦TÑ¼�
Ø�ÎÅÓ®Ñ³Ìaã�Ý®Õ�É½Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÝáÚEÎBÕ(Å�É
ÐxÓQÎ Ë�Ñ®ÕÂ¨®Æ³â�ÓQÎBÞ�¦uÉaÓ®Ý³Í}ÌaÚ}ÑáÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ�ÙoÓQÎEÌxÌaÈ®Ñ®ÚEÎBÝ®Ý³ÍEÖ Ò³Í_Ë�ÍEÓ.¦Tã
ÆQÉ���ÎBÒ�ÆÂÎBÝQÎ�¾-¾�ÍEÓ®Õ�É}ÙTÕ�ÍEÚmÍEÓQÎBâ
Ê½¨ÂÎBÝ®Ý³ÍA¦þÌYÆ³ã�ÈQÎEÉ9Ñ.¦uÉxÉaÚ¿Ê}Ñf¨

DL = 1 + Λ1/|Λ2|
��¥�Ñf¨³Ý³Í®Ù¼È®ÚmÍ=Ê¿Í}ÔBÆÂÎEÌaÚ}Ñ�×�ÎEÍ}ÌdÎ¿Ì Ó³Í}ÌaÚmÍA¦ÜÒQÎBÓQÎ�Á

¦uÉaÚ}ÓQÎ
ε
ÓQÎBÞ�¦uÉaÓ®Ý³Í}ÌaÚ}ß Ò�ÆÂÎBÊ}Ý³Í§ã�ÔEË°ÊKÎEÉaÚ ÍEÚ9Ô�ÙmÈ®ÚmÍ�ÌxÍ}ÍEÚ}ÊmÉaÚmÌaÚ}Ê}ãmÉaÚ Ñ³ÌaÈ³ÉaÞ
ÎBÇuÌ Éu¦�Î
ÆQÍEÖk¨³Ñ³ÌxÌaÑ®ÒQÎ�Ê®Ñ®Ñ¼Ù

Ò®Ó®Ñ.¦uÉaÓ®Ý³Í!¨QÍ �}�A¥%ÈQÎEÌaÚ}Ý³Í}ÌaÚ}Ñ¼Ù}Ò®Ó®Ñ
ε = 1

ÞxÝQÎxÈ³ÉaÝ®Ñ®â9Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÚmÉYÆQÉaÖ�à�â�Ò®ã�Ý³ÍEÊKÎ
Λ1 = 0.9575±0.0002

Ù
Λ2 = −1.2520 ± 0.0002

ÙÁÎ ÓQÎBÞ�¦uÉaÓ®Ý³Í}ÌaÚ}ßGÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ9Ò³ÍzË�ÍEÓ.¦Tã
ÆQÉ���ÎBÒ�ÆÂÎBÝQÎ�¾-¾�ÍEÓ®Õ�É
DL ≈ 1.765

�

] å)¿�åa`c �o�h.e; �o�¦³¤�lSk�¢GfilSj�À%n� �lSjSe; �¤�bÁ´-o�n�e; �®Sl�£Vo�d�k�lUfih.oÂb.h.h. �b.¤�h.lS �b
Û�ÍEÕ�Î�Å�É6¦°Ù¼È®ÚmÍ�¨®Æ³âCÓQÎEÌxÌ6¦�ÎBÚ}Ó®Ñ®ÊKÎEÉ6¦uÍEÐdÍ>ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®âºÊ¿Í}ÔBÆÂÎEÌaÚ}Ñº×�ÎEÍ}ÌdÎ§Õ Ò³ÍGÕ®ÓQÎBÖ®Ý³ÉaÖÇ¦uÉaÓ³É}Ù

Ê�Ý³ÉaÕ�ÍEÚmÍEÓ³ÍEÖ>ÉxÉ�ÈQÎEÌaÚ}Ñ0×�Ó³ÉdÎ
Æ³Ñ®ÞxãmÉaÚmÌ~âÅÍ6¨³Ý³ÍEÓ³Í6¨³Ý³Í�ÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ®Ñ®Ö�ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ¼�
�hÞ�¦�ÎBÚmÉ6¦�ÎBÚ}Ñ®È³ÉxÌaÕ�ÍEÖ>Æ³Ñ®ÚmÉaÓQÎBÚ}ã�Ó®ËþÑ®ÞxÊmÉxÌaÚmÉaÝÂ¶*¬0¯.¹E±g¬0¯.Û_¶2©�«;Ã2µ6© »EÙ®Õ�ÍEÚmÍEÓ®Ë°Ö>ÌxÍ}ÌaÚmÍEÑ®Ú�Ê�ÌYÆQÉ	¨³ã+Á

ÇuÌ É6¦Ü¼ �,¾�
�ÙGÔAÙ�ÙGÔAr�ÙGÔm	�¿��ÁÛhãmÌaÚ}ß8¨³Ñ®ÝQÎ ¦TÑ®Õ�Î½Ê�¨³Ñ³ÌaÕ®Ó³ÉaÚ}Ý³ÍA¦ Ê}Ó³É6¦uÉaÝ®ÑºÝQÎ�¦TÝ³ÍEÐdÍ}Í}ÔEÓQÎBÞxÑ®Ñ
M
Þ
Î�¨ÂÎBÝQÎ

Ð~ÆÂÎ�¨³Õ®Ñ.¦�ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ³É6¦
x̄ = T(x)

���hÓ®Ñ®ÚmÉaÓ®Ñ®Ö Ú}Ó³ÉxÔEãmÉaÚBÙµÈ®ÚmÍ}ÔEËî¨®Æ³â Õ�Î�Å9¨QÍEÖÃÚmÍEÈ®Õ®Ñ
x
ÝQÎ�ÎBÚ Á

Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ³É
A ⊂ M

Ê�Ò®Ó³Í}ÌaÚ}ÓQÎBÝ³ÌaÚ}ÊmÉ�ÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ³ÍEÊ½¦�Î
Æ³Ë¾×¿ÊmÍEÞ�¦TãFÌ ÉaÝ®Ñ®ÖÞÕ Õ�ÎEÌdÎBÚmÉYÆ³ß}Ý³ÍA¦ÃÒ®Ó³Í}ÌaÚ}ÓQÎBÝ³ÌaÚ}ÊmÉ�×

vEw5xzyEvEw;{EvE|~}���yEvE|���yE�E|z���+�F�F�.�0�;�6�(�-���.�7�2�$�f�F� �.�(�2�
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�
0.35 < ε < 2

ò
��ø2ð
ε > εc ≈ 2.023

& ù���ñ,ù��2ý,÷�
2ð�üFð
�+ù��7ð
	Aù!ñ�÷6ù��
��ÿ�ð2÷�ñ#ûK22ý,ø2ð
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Ò®Ó®Ñ%Ý³ÉaÕ�ÍEÚmÍEÓ³ÍA¦ñÊ}ËfÔ}ÍEÓ³É�Õ�ÍEÝ³ÌaÚEÎBÝ®Ú}Ë
γ > 1

¦uÍ�Å9Ý³Í>ÔEË¾ÆQÍÅÍEÒ®Ó³É	¨QÉYÆ³Ñ®Ú}ßCÓQÎEÌ*É�Ñ®ÓKâ�ÇuÌ�Ñ®Ö³Ì~â%Ñ%Ì�Å9ÑfÁ
¦�ÎBÇuÌ�Ñ®Ö³Ì~âGÕ�ÍEÝ®ãmÌaË

Sγx
Ñ
Cγx
�
Sγx
ÉxÌaÚ}ßE¦TÝ³Í�Å�ÉxÌaÚ}ÊmÍ9ÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ³ÍEÊ9Ñ®Ý.Ë�Ñ®Ý®Ñ®ÚmÉaÞxÑ.¦�Î
Æ³ß}Ý®Ë¾×=ÊmÍEÞ�¦TãFÌ ÉaÝ®Ñ®Ö¼Ù

Ý³ÍEÓ.¦�Î¿Õ�ÍEÚmÍEÓ®Ë¾×,ÊÅÓ³ÉaÞxã
Æ³ß
ÚEÎBÚmÉ½Ò®Ó®Ñ.¦uÉaÝ³ÉaÝ®Ñ®â ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®â
x̄ = T(x)

ã�ÊmÉYÆ³Ñ®È®Ñ®ÊKÎEÉaÚmÌ~â,Ê
γ
Ñ,Ô}Í�Á

ÆQÉxÉ�ÓQÎBÞm�
Cγx

ÉxÌaÚ}ßi¦TÝ³Í�Å�ÉxÌaÚ}ÊmÍCÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ³ÍEÊ³ÙoÝ³ÍEÓ.¦�ÎÅÕ�ÍEÚmÍEÓ®Ë¾×%ã�ÊmÉYÆ³Ñ®È®Ñ®ÊKÎEÉaÚmÌ~â Ê
γ
Ñ,Ô}ÍBÆQÉxÉ�ÓQÎBÞ½Ò®Ó®Ñ

¨QÉaÖ³ÌaÚ}Ê}Ñ®ÑÅÍ}ÔEÓQÎBÚ}Ý³ÍEÐdÍ�ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®â
x̃ = T−1(x)

�®��ÍEÝ®ãmÌaË
Sγx
Ñ
Cγx

¨QÍBÆ.Å9Ý®ËþÔEË°Ú}ß Ñ®Ý®ÊKÎBÓ®ÑQÎBÝ®Ú}Ý®Ë
Ê>ÚmÍA¦ñÌ6¦TËfÌYÆQÉ}ÙMÈ®ÚmÍd¨®Æ³â%ÊmÌxÉY×

x ∈ A
Í}ÔEÓQÎBÞGÓQÎEÌ*É�Ñ®ÓKâ�ÇuÌ ÉaÐdÍ}Ì~â,Õ�ÍEÝ®ãmÌdÎ

Sγx
ÓQÎEÌaÒ³ÍBÆQÍ�Å�ÉaÝáÊ}Ý®ã�Ú}Ó®Ñ

ÓQÎEÌ*É�Ñ®ÓKâ�ÇuÌ ÉaÐdÍ}Ì~âáÕ�ÍEÝ®ãmÌdÎ
Sγx̄
ÙuÍEÒ®Ó³É	¨QÉYÆQÉaÝ®Ý³ÍEÐdÍi¨®Æ³â ÚmÍEÈ®Õ®ÑfÁ�Í}ÔEÓQÎBÞ
Î�Ù�ÎÅÒ®Ó³Í}Í}ÔEÓQÎBÞÅÌ�Å9Ñ.¦�ÎBÇuÌ ÉaÐdÍ}Ì~â

Õ�ÍEÝ®ãmÌdÎ
Cγx
Ù�Ê}Ý®ã�Ú}Ó®ÑÅÌ�Å9Ñ.¦�ÎBÇuÌ ÉaÐdÍ}Ì~âÅÕ�ÍEÝ®ãmÌdÎ

Cγx̃
¨®Æ³âGÚmÍEÈ®Õ®ÑfÁsÒ®Ó³Í}Í}ÔEÓQÎBÞ
Î��

Ø�ÉaÕ�ÍEÚmÍEÓ®ËfÉØÒ³Í6¨³Ó³Í}ÔEÝ³Í}ÌaÚ}Ñ Ê}Ë°È®Ñ³ÌYÆ³Ñ®ÚmÉYÆ³ß}Ý³ÍEÖ Ò®Ó³Í Ê³É	¨³ã�Ó®Ë�Ù9Í}Ô}ÉxÌaÒ³ÉaÈ®Ñ®ÊKÎBÇuÌ ÉaÖ Ò®Ó³ÍEÊmÉaÓ®Õ®ã�ÝQÎ
Õ�ÍA¦TÒ®ß}Ç$ÚmÉaÓ³ÉÜÕ®Ó®Ñ®ÚmÉaÓ®Ñ®â Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ Ê Õ�ÍEÝ®ÚmÉaÕ�ÌaÚmÉÜÓQÎEÌxÌ6¦�ÎBÚ}Ó®Ñ®ÊKÎEÉ6¦uÍEÖ Þ*¨QÉxÌaß Þ
Î�¨ÂÎxÈ®Ñ¼Ù9Ò®Ó®Ñ®ÊmÍ6¨³â�ÚmÌ~â
Ê�ÛhÓ®Ñ�ÆQÍ�Å�ÉaÝ®Ñ®Ñ¼�VvTÎEÌaÈ³ÉaÚ}Ë ¦uÍEÐxã�Ú�ÔEË°Ú}ß�ÍEÓ®ÐaÎBÝ®Ñ®ÞdÍEÊKÎBÝ®Ë Æ³Ñ³Ô}ÍºÝQÎCÍ}ÌaÝ³ÍEÊmÉ=ÌaÕ�ÎBÝ®Ñ®Ó³ÍEÊKÎBÝ®Ñ®âáÒ®Ó³É	¨³ÊKÎ�Á
Ó®Ñ®ÚmÉYÆ³ß}Ý³Í�ÝQÎBÖf¨QÉaÝ®Ý³ÍEÖ>Ò³ÍEÐ~ÆQÍ Ì9ÎBÇuÌ ÉaÖ>Í}ÔBÆÂÎEÌaÚ}Ñ¼ÙQÌxÍ6¨QÉaÓ+Å Î�Ì ÉaÖºÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ¼Ù³Æ³Ñ³Ô}Í9Õ�ÎBÕÅÒ®Ó³ÍEÊmÉaÓ®Õ�Î�ÌxÍ�Á
ÍEÚ}ÊmÉaÚmÌaÚ}Ê}ã�ÇuÌ�Ñ�×ÅãmÌYÆQÍEÊ}Ñ®ÖCÝ³ÉaÒ³Í}ÌaÓ³É	¨QÌaÚ}ÊmÉaÝ®Ý³Í=Ê�ÚmÍEÈ®Õ�Î
×>ÝQÎ½ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ³É}ÙÂÒ³ÍBÆ³ã�ÈQÎEÉ6¦TË¾×i¦TÝ³ÍEÐdÍEÕ®ÓQÎBÚ Á
Ý®Ë�¦TÑ¿Ñ®ÚmÉaÓQÎ�Ê®Ñ®â(¦TÑ>ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®â

T(x)
�

¥�Ñ®Ý®ÚmÉaÓ³ÉxÌaã�ÇuÌ É6¦CÝQÎEÌ�Þ*¨QÉxÌaß�ÌYÆ³ã�ÈQÎEÉ�¦TÝ³ÍEÐdÍ}Í}ÔEÓQÎBÞxÑ³É
M
Ò®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊEÆ³â®ÉaÚ§ÌxÍ}Ô}ÍEÖ~¨³Ê}ãf¦uÉaÓ®Ý®ã�ÇÃÌ6Ë�É	Á

Ó®ã
S2 Ù®Î�Ò®Ó³Í}ÌaÚ}ÓQÎBÝ³ÌaÚ}ÊmÍ�ÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ³ÍEÊ�ÊmÍEÞ�¦TãFÌ ÉaÝ®Ñ®âGÊ ÚmÍEÈ®Õ�É x

¦uÍ�Å9Ý³Íz¦TËfÌYÆ³Ñ®Ú}ß9Õ�ÎBÕ_¦TÝ³Í�Å�ÉxÌaÚ}ÊmÍ�ÊmÉaÕfÁ
ÚmÍEÓ³ÍEÊ�Õ�ÎEÌdÎBÚmÉYÆ³ß}Ý®Ë¾×ÅÕ¿Ì6Ë�ÉaÓ³ÉhÊzÃxÚmÍEÖ¿ÚmÍEÈ®Õ�É}�

¥ºÕ�ÎxÈ³ÉxÌaÚ}ÊmÉ
T(x)

Ñ³ÌaÒ³ÍBÆ³ß}ÞxãmÉ6¦CÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ³É}ÙEÍEÚ}ÊmÉaÈQÎBÇuÌ ÉxÉ
n
ÁsÕ®ÓQÎBÚ}Ý³ÍA¦Tã�Ò®Ó®Ñ.¦uÉaÝ³ÉaÝ®Ñ®ÇáÒ³Í}ÌaÚ}Ó³Í�Á

ÉaÝ®Ý³ÍEÐdÍ�ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®â�Ì6Ë�ÉaÓ®Ë
Tn
S(x)

ÙxÐ�¨QÉ
n
ÑÀÊ³ÉYÆQÍ}ÉuÈ®Ñ³ÌYÆQÍ®ÙdÒ³Í6¨QÔEÑ®ÓQÎEÉ6¦uÍ}É�Ê°Ò®Ó³Í Ê³ÉxÌxÌxÉµÊ}Ë°È®Ñ³ÌYÆQÉaÝ®Ñ®Ö¼�

?CÎBÚ}Ó®Ñ(Ê®Ë Ò®Ó³ÍEÑ®ÞxÊmÍ6¨³Ý®Ë¾×ºÝQÎ
×KÍ6¨³â�ÚmÌ~â%ÎBÝQÎ
Æ³Ñ®Ú}Ñ®È³ÉxÌaÕ®ÑÂ¨³Ñ.ËÚË�ÉaÓ³ÉaÝ(Ê®Ñ®Ó³ÍEÊKÎBÝ®Ñ³É6¦ Ê}Ë°ÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®ÖÖÕ&ã2×YÙ�Õ�
2×
Ì�Ò®Ó®Ñ®ÊEÆQÉaÈ³ÉaÝ®Ñ³É6¦�Ê³ÉaÒ®Ý³ÍEÐdÍ�Ò®ÓQÎBÊ}Ñ�ÆÂÎ~¨®Æ³â=Ò®Ó³ÍEÑ®ÞxÊmÍ6¨³Ý®Ë¾×ÅÌYÆQÍ�Å9Ý³ÍEÖÆË�ã�Ý®Õ(Ê®Ñ®Ñ¼�

Ø�Î�Ó®Ñ³Ì}��t½Ò®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊEÆQÉaÝ®Ë Ê�ÐxÓQÎ Ë�Ñ®È³ÉxÌaÕ�ÍA¦ÃÊ}Ñf¨QÉ§Ó³ÉaÞxã
Æ³ß
ÚEÎBÚ}Ë Õ�ÍA¦TÒ®ß}Ç$ÚmÉaÓ®Ý³ÍEÖºÒ®Ó³ÍEÊmÉaÓ®Õ®ÑCÕ®Ó®ÑfÁ
ÚmÉaÓ®Ñ®âGÕ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊE¨®Æ³â

T3
S(x)

Ò®Ó®Ñ
ε = 1

Ñ
γ2 = 2

�®Û�ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÝ®ËÜÕ�ÎBÓ®Ú}ËÜÌxÉaÊmÉaÓ®Ý³ÍEÐdÍ9Ò³ÍBÆ³ãFÉ9ÎBÓ®Ñ®â=Ì6Ë�ÉaÓ®Ë
Ê>Ò³ÍBÆ³â�Ó®Ý³ÍEÖáÎBÞxÑ.¦Tã�ÚEÎ
Æ³ß}Ý³ÍEÖ Ò®Ó³Í}ÉaÕ(Ê®Ñ®Ñ¼�u��ÎBÓ®Ú}Ë�Ç$Å9Ý³ÍEÐdÍ>Ò³ÍBÆ³ãFÉ9ÎBÓ®Ñ®âIÙTÔBÆÂÎBÐdÍ6¨ÂÎBÓKâ Ò®Ó®Ñ³ÌaãFÌ ÉaÖ ÌaÑfÁ
ÌaÚmÉ6¦uÉ=ÌaÑ.¦�¦uÉaÚ}Ó®Ñ®Ñ¼Ù�Ê}Ë°Ð~Æ³âF¨³â�Ú,ÎBÝQÎ
ÆQÍEÐxÑ®È®Ý³ÍºÑ Ò³ÍBÆ³ã�ÈQÎBÇ$ÚmÌ~â ÞdÉaÓ®Õ�Î
Æ³ß}Ý®Ë�¦ ÍEÚ}ÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ³É6¦

x → −x �Ø�Î=ÌxÉaÚ}Õ�É}Ù¼Ò³ÍEÕ®Ó®Ë°ÊKÎBÇuÌ ÉaÖ,Ì6Ë�ÉaÓ®ãCÌ9¨QÍ}ÌaÚEÎBÚmÍEÈ®Ý³ÍÆ¦uÉYÆ³Õ®Ñ.¦ÀÉ9ÎBÐdÍA¦°Ù¼Ò®Ó³ÍEÊmÍ6¨³Ñ�Æ³Ñ³Ìaß>ÓQÎEÌaÈ³ÉaÚ}Ë�Ù¼Ê=×KÍ6¨QÉ
Õ�ÍEÚmÍEÓ®Ë¾×,Ò®Ó³ÍEÊmÉaÓKâ�Æ³Ñ³ÌaßºãmÌYÆQÍEÊ}Ñ®â ÌaãFÌ ÉxÌaÚ}ÊmÍEÊKÎBÝ®Ñ®â,ÓQÎEÌ*É�Ñ®ÓKâ�ÇuÌ�Ñ�×KÌ~â,Ñ Ì�Å9Ñ.¦�ÎBÇuÌ�Ñ�×KÌ~â,Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ�Ì
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Ë§ÎBÕ®ÚmÍEÓ³ÍA¦
γ
Ñ Ý³ÉaÓQÎBÊmÉaÝ³ÌaÚ}ÊKÎ�ÙmÍ}Ô}ÉxÌaÒ³ÉaÈ®Ñ®ÊKÎBÇuÌ�Ñ³É°ÝQÎ�¨®ÆQÉ*Å Î�Ì ÉxÉ°Ñ�×�ÊEÆQÍ�Å�ÉaÝ®Ñ³É}�
Î�ÉaÓ®Ý®Ë°ÖzÊ®ÊmÉaÚhÝQÎ$Õ�ÎBÓfÁ

ÚmÉµÍEÚ}ÊmÉaÈQÎEÉaÚhÍ}ÔBÆÂÎEÌaÚ
â(¦°Ù
Ð�¨QÉ�ÝQÎBÓ®ãFÉ ÉaÝ³Í°×KÍEÚ
â�ÔEË,Í6¨³Ý³ÍfÑ®ÞµÒ®Ó³ÍEÊmÉaÓKâ®É6¦TË¾×§ãmÌYÆQÍEÊ}Ñ®Ö¼�AÍ$ÌaÚEÎ
Æ³ß}Ý®ã�ÇáÈQÎEÌaÚ}ß
Ì6Ë�ÉaÓ®ËþÍ}Ô}ÍEÞxÝQÎxÈ®Ñ.¦ Õ�ÎBÕ>Í}ÔBÆÂÎEÌaÚ}ß

Dγ
�0Í�ÝQÎ9Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÝQÎ�ÌxÉaÓ®Ë�¦�Ê®ÊmÉaÚmÍA¦°Ù³Ñ¿Ê�Ý³ÉaÖÅÌaÒ®ÓQÎBÊmÉ	¨®Æ³Ñ®Ê}ËñãmÌYÆQÍ�Á

Ê}Ñ®âÇ¨®Æ³â,ÓQÎEÌ*É�Ñ®ÓKâ�ÇuÌ�Ñ�×KÌ~â Ñ Ì�Å9Ñ.¦�ÎBÇuÌ�Ñ�×KÌ~â Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ³��vTÎEÌaÈ³ÉaÚ}Ë Ò³ÍEÕ�ÎBÞxË°ÊKÎBÇ$ÚBÙuÈ®ÚmÍCÍ}ÔBÆÂÎEÌaÚ}ß
Dγâ�ÊEÆ³â®ÉaÚmÌ~â,Ò³ÍEÐ~ÆQÍ Ì9ÎBÇuÌ ÉaÖ¼��¥ ÌdÎ ¦uÍA¦B¨QÉYÆQÉ}ÙTÍ}ÔEÓQÎBÞ8ÃxÚmÍEÖ Í}ÔBÆÂÎEÌaÚ}Ñ¼ÙMÒ®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊEÆQÉaÝ®Ý®Ë°Ö ÚmÉ6¦TÝ³Í�Á�ÌxÉaÓ®Ë�¦

ÍEÚ}ÚmÉaÝ®Õ�ÍA¦°Ù¾Ò³ÍBÆ³Ý³Í}ÌaÚ}ß}Ç)Ê,Ý³ÉaÖ ÌxÍ6¨QÉaÓ+Å9Ñ®ÚmÌ~âIÙ°ÚB�^É}�
TS(Dγ) ⊂ IntDγ

ÏµÝQÎ§¨³ÑQÎBÐxÓQÎ ¦�¦uÉÞÕ�Î2×�ÚmÉ6¦TÝ³Í�Á
ÌxÉaÓQÎBâCÑCÈ³ÉaÓ®ÝQÎBâCÍ}ÔBÆÂÎEÌaÚ}ÑºÓQÎBÞ*¨QÉYÆQÉaÝ®Ë ×KÍEÓ³Í É ÍGÞ
Î ¦uÉaÚ}Ý®Ë�¦ØÌaÊmÉaÚdÆQÍ�Á�ÌxÉaÓ®Ë�¦þÍ}Ô}Í6¨³Õ�ÍA¦°�S�hÚEÎBÕ¼ÙG¦uÍ�Å9Ý³Í
Þ
ÎBÕ�Æ³Ç$È®Ñ®Ú}ß³Ù}È®ÚmÍ$Õ®Ó®Ñ®ÚmÉaÓ®Ñ®Ö�Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ�Ê}Ë°Ò³ÍBÆ³Ý®â®ÉaÚmÌ~â9Ê�Í}ÔBÆÂÎEÌaÚ}Ñ

Dγ
�AÒ¾Ú}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓEÊ³ÉYÆ³Ñ®Õ�ÍA¦ºÊhÝ³ÉaÖ9ÓQÎEÌ	Á

Ò³ÍBÆÂÎBÐaÎEÉaÚmÌ~âÖÕ Ì6¦°�7¨³ÑQÎBÐxÓQÎ ¦�¦Tã�Õ Ô+×�×YÙIÚEÎBÕ�È®ÚmÍ¿ÍEÝ%Í6¨³Ý³ÍEÓ³Í6¨³Ý³ÍÅÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ®Ñ®Ö,Ñ¼ÙIÌYÆQÉ	¨QÍEÊKÎBÚmÉYÆ³ß}Ý³Í®Ù
ÌaÚ}Ó®ã�Õ®Ú}ã�Ó®Ý³Í9ãmÌaÚmÍEÖ®È®Ñ®Ê}Ë°Ö¼�

ï�ð+ñ�ò-Ï+ò�+$ù�ø2÷��Þñ�ý,ÿ�ý,ø
�
��:��52
��õ�'*Èuù�ø2ðAûEñ�7�ý,ø
��ÿ02
��õ2û2ø
�
��þzù��,ð��.' ÷6ù6õ����
��þK22ø
��ý�	2ú2ð2ð;
FðAõ2õ+ö;ñ�÷�ø2ð2ø
' ö�9ºð2ý
ø2ý���'	õ��6÷6ù�÷���22ø
��ÿ�ý,ø
	2ð4	2ø2ð2÷�ý,ø2ðAûM:,ð
22ý,ø
����õ+ð
�
�
��ñ�÷�ðzñR	*���+ñ�÷6ù��2÷���þ

γ2 = 2
ü+õ2û(��÷�����ø+ù��uý��2ðAû

T3
S(x)

22ø2ð
ε = 1

ò;Ð'ý,ø
��þkú2ÿ�ý,÷=��÷�ÿ�ý��+ù�ý,÷�����õFù�ñ�÷�ðzÿ��!2
��õ��2ý��2ðAû('�ñ�õ���ÿ�ð2þkñ3'*9ºý	ñ�÷�ÿ���ÿ�ù��2ðAû9ðM22ø+ù�ÿ�ðAõ����
��:��Úÿ�õ����uý��2ðAû
	*���
'�ñ3��ÿ

Dγ

(ù=�2ý,ø
�
��þM�Üð$&M�+ù�ø
'*Èºý��2ð2öºòuÑ.ý<�.�
���&ñ�ý,ø
���Âú2ÿ�ý,÷����Ì�+ùÚüFð+ù�:,ø+ù����7ý��où���2
��	Aù��	ù��(����ø+ù��������

õFù�ñ�÷�ð
Dγ
2
�	üEüFý,þ+ñ�÷�ÿ�ð2ý<�a��÷�����ø+ù��uý��2ðAû

T

fù0�+ù!üFð+ù�:,ø+ù����7ýK�)�*���Ò2
��ø2÷�ø2ý,÷~ù�÷�÷�ø+ù�	2÷���ø+ù

-	*��÷���ø
��þ;
�	Aù�	

�.���0�
�9ÿ�ð üFý,÷���
(ø+ù�ñ32
��õ����uý��(2
��õ��
��ñ�÷���öÖÿK����õFù�ñ�÷�ð
Dγ

ò;+$ù�ø2÷�� ö��0�
��:��K2
��õ�'*Èuù�ø2ðAû�ÿ��!:�õ2û ü+û2÷~ù��+ù6õ����
:,ð
�
�
�LðK2
��õ�'*�+ù�ö5÷�ñ#û��,ý,ø
	Aù6õ����
���1��÷�ø+ù��uý��2ð2ý<�

x→ −x
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Í�Ò®Ñ³ÌdÎBÝ®Ñ³É�¨³Ñ®ÝQÎ ¦TÑ®Õ®ÑÂ¦uÍ�Å9Ý³Í½Ò³ÉaÓ³É6Ë�ÍEÓ.¦Tã
Æ³Ñ®Ó³ÍEÊKÎBÚ}ß=ÚEÎBÕ¼ÙQÈ®ÚmÍ}ÔEËì¦TÐxÝ³ÍEÊmÉaÝ®Ý®ËfÉ9ÌxÍ}ÌaÚmÍdâ�Ý®Ñ®âCÌaÑfÁ
ÌaÚmÉ6¦TË Ò®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊEÆ³â�Æ³Ñ³Ìaß§ÚmÍEÈ®Õ�Î ¦TÑ�ÝQÎ�Ò�ÆQÍ}ÌaÕ�Í}ÌaÚ}Ñ¼�B��Æ³â~ÃxÚmÍEÐdÍhÒ®Ó®Ñ.¦uÉaÝ®Ñ.¦�ÌaÚmÉaÓ³ÉxÍEÐxÓQÎ Ë�Ñ®È³ÉxÌaÕ®ã�ÇÃÒ®Ó³Í�Á
ÉaÕ(Ê®Ñ®Ç ÙdÊ}Þxâ�Ê�Þ
Î$Ê³ÉaÝ®Ú}Ó�Ò®Ó³Í}É*Ê®Ñ®Ó³ÍEÊKÎBÝ®Ñ®â�Ý³ÉaÒ³Í6¨³Ê}Ñ(Å9Ý®ã�ÇáÚmÍEÈ®Õ®ã

C(−1/
√

2, 0, −1/
√

2)
ÙdÕ�ÍEÚmÍEÓQÎBâ�â�Ê Á

Æ³â®ÉaÚmÌ~â=ÍEÚ}ÚEÎ
Æ³Õ®Ñ®ÊKÎBÇuÌ ÉaÖ=ÑGÞ
ÎBÊmÉ	¨QÍA¦uÍ Ý³É$Ò®Ó®Ñ®ÝQÎ�¨®ÆQÉ*Å9Ñ®Ú�ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ®ã½ÝQÎ§ÊmÌxÉ6¦,Ò³ÉaÓ®Ñ³Í6¨QÉhÑ®Þ�¦uÉaÝ³ÉaÝ®Ñ®â
Õ�Í Ã�ËÚË�Ñ(Ê®Ñ³ÉaÝ®ÚmÍEÊiÕ ÝQÎ
×KÍ6¨³Ñ®ÚmÌ~â>ÊaØ�¨³Ë°Ó®Õ�É*ÙF×Y�ÂÛ�Í ÃxÚmÍA¦TãÅÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ>ÔEã�¨QÉaÚ�ÓQÎEÌaÒ³ÍBÆÂÎBÐaÎBÚ}ßmÌ~â>Ê�ÍEÐxÓQÎBÝ®ÑfÁ
È³ÉaÝ®Ý³ÍEÖCÍ}ÔBÆÂÎEÌaÚ}Ñ¼�7àIÎ ¦uÉaÝQÎ�Ò³ÉaÓ³É6¦uÉaÝ®Ý®Ë¾×IÙÂÍEÚ}ÊmÉaÈQÎBÇuÌ9ÎBâ¿Ò³ÉaÓ³ÉY×KÍ6¨³ã¿ÝQÎ9Õ�ÍA¦TÒ�ÆQÉaÕ�ÌaÝ®ã�Ç�Ò�ÆQÍ}ÌaÕ�Í}ÌaÚ}ß

W
Ù

Ñ.¦uÉxÉaÚ�Ê}Ñf¨

W =
x− z + iy

√
2

x+ z +
√

2
,

ÕW��Î2×
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Î9Í}ÔEÓQÎBÚ}Ý³Í}É�Ò®Ó³ÉxÍ}ÔEÓQÎBÞdÍEÊKÎBÝ®Ñ³É§Ò®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊEÆ³â®ÉaÚmÌ~â>Õ�ÎBÕ

x =
1− |W |2 + 2ReW√

2(1 + |W |2)
, y = 2ImW

1 + |W |2
, z =

1− |W |2 − 2ReW√
2(1 + |W |2)

.
ÕW�}��×

ÎhÚmÍ}ÔEË3Ò³ÍBÆ³ã�È®Ñ®Ú}ß ¨³Ñ.ËÚË�ÉaÓ³ÉaÝ(Ê®ÑQÎ
Æ³ß}Ý³Í}É�ã�ÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ³É}ÙCÍEÒ®Ñ³ÌaË°ÊKÎBÇuÌ ÉxÉ�¨³Ñ®ÝQÎ ¦TÑ®Õ®ã+Ò³ÉaÓ³É6¦uÉaÝfÁ
Ý³ÍEÖ

W
Ù®ÌaÝQÎxÈQÎ
ÆÂÎ9Ê}Ë°È®Ñ³ÌYÆ³Ñ.¦ ÆQÍEÐaÎBÓ®Ñ.ËÚ¦TÑ®È³ÉxÌaÕ®ã�Ç Ò®Ó³ÍEÑ®ÞxÊmÍ6¨³Ý®ã�Ç

Ẇ
W

=
√

2
ixẏ − izẏ − iyẋ+ iyż − ẋ− ż

2− (x+ z)2
,

ÕW��Ô2×

Ð�¨QÉGÒ®Ó®Ñ®Ý®â�ÚmÍCÊmÍ>Ê}Ý®Ñ.¦�ÎBÝ®Ñ³É=ÓQÎBÊmÉaÝ³ÌaÚ}ÊmÍ
xẋ + yẏ + zż = 0

�¼� Î
ÆQÉxÉ}ÙTÒ³Í6¨QÌaÚEÎBÊ}Ñ.¦ ÊCÒ®ÓQÎBÊ}ã�Ç ÈQÎEÌaÚ}ß
ÌxÍ}ÍEÚ}Ý³Í É ÉaÝ®Ñ®â�¨®Æ³â

ẋ, ẏ, ż
ÌxÍEÐ~ÆÂÎEÌaÝ³ÍdÕs	A×�Ñ½Ê}Ë°ÓQÎBÞxÑ.¦ Ò®Ó®Ñ³Ìaã�ÚmÌaÚ}Ê}ã�ÇuÌ�Ñ³É�Ê Ý®Ñ�×�Ò³ÉaÓ³É6¦uÉaÝ®Ý®ËfÉ

x
Ù
y
Ù
zÈ³ÉaÓ³ÉaÞ

W
Ì�Ò³ÍA¦uÍ Ì�ß}Ç�Ë�ÍEÓ.¦Tã
ÆHÕW�}��×Y�QÛ�Í}ÌYÆQÉ�ãf¦TÝ³Í�Å�ÉaÝ®Ñ®â>Í}Ô}ÉaÑ�×=ÈQÎEÌaÚmÉaÖÅã�ÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ®â¿ÝQÎ

W
Ê�Ñ®ÚmÍEÐdÉ

ÝQÎ
×KÍ6¨³Ñ.¦°Ï

Ẇ = ipε

(
2ReW cosα+ (1− |W |2) sinα

) (
2W cosα+ (1−W 2) sinα

)
ImW

(1 + |W |2)2
−

−iqK
(
−2ReW sinβ + (1− |W |2) cosβ + (1 + |W |2)/

√
2
) (

2W cosβ + (1−W 2) sinβ
)

2(1 + |W |2)
,

ÕW��r2×

Ð�¨QÉ
α = ᾱ+ π/4

Ñ
β = β̄ + π/4

�
Û�ÍEÓ®Ú}Ó³ÉaÚñÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎØÊØÌxÉaÈ³ÉaÝ®Ñ®Ñ�ÛhãKÎBÝ®Õ�ÎBÓ³É}Ù�Ò®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊEÆQÉaÝ®Ý®Ë°Ö�ÝQÎÃÕ�ÍA¦TÒ�ÆQÉaÕ�ÌaÝ³ÍEÖ�Ò�ÆQÍ}ÌaÕ�Í�Á

ÌaÚ}Ñ
W
Ù}Ò®Ó®Ñ®ÊmÍ6¨³Ñ®ÚmÌ~â½ÝQÎ�Ó®Ñ³Ì}�~�}Î��F¥�Ý®Ñ.¦�ÎBÚmÉYÆ³ß}Ý³Í}É$ÓQÎEÌxÌ6¦uÍEÚ}Ó³ÉaÝ®Ñ³É$ãmÌaÚ}Ó³ÍEÖ³ÌaÚ}ÊKÎ ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ§Ò³ÍEÞxÊmÍBÆ³âFÁ

ÉaÚ9Ñf¨QÉaÝ®Ú}Ñ.Ë�Ñ(Ê®Ñ®Ó³ÍEÊKÎBÚ}ß�ÉaÐdÍ�Õ�ÎBÕÅÌxÍ}ÍEÚ}ÊmÉaÚmÌaÚ}Ê}ã�ÇuÌ�Ñ®Ö=Õ�ÍEÝ³ÌaÚ}Ó®ã�Õ(Ê®Ñ®ÑÅÛ$Æ³Ë°Õ®Ñ®ÝQÎ�¾FØhß}Ç¾×�ÎxãmÌdÎ���Í$Ô~ÃxÚmÍA¦
ÌaÊ}Ñf¨QÉaÚmÉYÆ³ßmÌaÚ}Ê}ãmÉaÚ½Ê}Ñ®ÞxãKÎ
Æ³ß}Ý³Í}É§ÌxÍEÒ³Í}ÌaÚEÎBÊEÆQÉaÝ®Ñ³É�ÚmÍEÒ³ÍBÆQÍEÐxÑ®ÑÅÓQÎEÌaÒ³ÍBÆQÍ�Å�ÉaÝ®Ñ®âÆË�Ñ�ÆÂÎ ¦uÉaÝ®ÚmÍEÊ�Ì�ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕfÁ
ÚmÍEÓ³ÍA¦ÅÛ$Æ³Ë°Õ®Ñ®ÝQÎ�¾FØhß}Ç¾×�ÎxãmÌdÎ�ÙEÑ®ÞdÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ³É�Õ�ÍEÚmÍEÓ³ÍEÐdÍfÒ³ÍBÆ³ã�È³ÉaÝ³Í$¨®Æ³â�¦uÍ6¨QÉYÆ³Ñ=>�ÎBÝ®ÚEÎ°ÊfÓQÎEÔ}ÍEÚEÎ
×k¼ ÔAr�Ù
Ôm	�¿oÑ=ÊmÍ}ÌaÒ®Ó³ÍEÑ®ÞxÊmÉ	¨QÉaÝ³Í�ÝQÎ~¨³ÑQÎBÐxÓQÎ ¦�¦uÉ�Õ Ô+×Y�

ÎhÚmÍ}ÔEË Ò®Ó³ÍmÎBÝQÎ
Æ³Ñ®ÞxÑ®Ó³ÍEÊKÎBÚ}ß>Ò®Ó®Ñ®Ó³Í6¨³ã�ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ=Ê½É�Ñ®Ó³ÍEÕ�ÍA¦Ö¨³ÑQÎBÒQÎBÞdÍEÝ³É�Ñ®Þ�¦uÉaÝ³ÉaÝ®Ñ®â
ε
ÙÁÑ³Ì	Á

Ò³ÍBÆ³ß}ÞdÍEÊKÎ
ÆÂÎEÌaß>ã�Ò®Ó³Í Ì ÉaÝ®ÝQÎBâÇ¦uÉaÚmÍ6¨³Ñ®Õ�Î¿Ê}Ë°È®Ñ³ÌYÆQÉaÝ®Ñ®Ö¼ÙMÌxÍ}ÌaÚmÍdâfÌ9ÎBâ�Ê=Ò®Ó³ÍEÊmÉaÓ®Õ�É�Õ®Ó®Ñ®ÚmÉaÓ®Ñ®â�Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ
¨®Æ³âd¦TÝ³Í�Å�ÉxÌaÚ}ÊKÎ�ÚmÍEÈ³ÉaÕ¿ÝQÎ�ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ³É}Ù³Ò³ÍBÆ³ã�ÈQÎEÉ6¦TË¾×=Ñ®ÚmÉaÓQÎ�Ê®Ñ®â(¦TÑ>ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®â

TS(x)
�

Ï�ÍEÐ~ÆÂÎEÌaÝ³Í�Ó³ÉaÞxã
Æ³ß
ÚEÎBÚEÎ ¦�ÃxÚ}Ñ�×GÓQÎEÌaÈ³ÉaÚmÍEÊ³Ù®ÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ�ÎBâ¿Ò®Ó®Ñ®Ó³Í6¨ÂÎ�ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ9ÌxÍx×�ÓQÎBÝ®â®ÉaÚ Á
Ì~âIÙmÒ³Í�Õ®ÓQÎBÖ®Ý³ÉaÖ8¦uÉaÓ³É}ÙmÊ�Ñ®Ý®ÚmÉaÓ®ÊKÎ
ÆQÉ

0.35 < ε < 2
�2Ø�Î�Ó®Ñ³Ì}��Ù�Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÝ®ËÃÒ³ÍEÓ®Ú}Ó³ÉaÚ}Ë ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ³ÍEÊ�ÝQÎ

Ì6Ë�ÉaÓ³ÉfÊ�Ò³ÍBÆ³â�Ó®Ý³ÍEÖ=ÎBÞxÑ.¦Tã�ÚEÎ
Æ³ß}Ý³ÍEÖ=Ò®Ó³Í}ÉaÕ(Ê®Ñ®Ñ§Õ ÌYÆQÉaÊKÎ2×�Ñ�ÝQÎ�Ò�ÆQÍ}ÌaÕ�Í}ÌaÚ}Ñ
W

Õ ÌaÒ®ÓQÎBÊKÎ2×Y�f¥¾Í�ÊmÌxÉ6¦Â¨³ÑQÎ�Á
ÒQÎBÞdÍEÝ³É

0.35 < ε < 2
ÚmÍEÒ³ÍBÆQÍEÐxÑ®È³ÉxÌaÕ�ÎBâ�ÌaÚ}Ó®ã�Õ®Ú}ã�ÓQÎGÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ½Ê}Ë°Ð~Æ³âF¨³Ñ®Ú=Í6¨³Ñ®ÝQÎBÕ�ÍEÊmÍ®�¼ÛhÓ®ÑiÃxÚmÍA¦

Ì�ã�ÊmÉYÆ³Ñ®È³ÉaÝ®Ñ³É6¦
ε
Þ
ÎBÝ®Ñ.¦�ÎEÉ6¦�ÎBâ>ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ³ÍA¦ÃÍ}ÔBÆÂÎEÌaÚ}ß�ÝQÎ�Ò�ÆQÍ}ÌaÕ�Í}ÌaÚ}Ñ>ãf¦uÉaÝ®ßAÉ9ÎEÉaÚmÌ~âIÙ-Ë�Ñ�ÆÂÎ ¦uÉaÝ®Ú}Ë�Ù

Í}ÔEÓQÎBÞxã�ÇuÌ�Ñ³ÉGÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ¼ÙTÌaÚEÎBÝ³ÍEÊ}â�ÚmÌ~â ÚmÍEÝ®ßAÉ É}ÙTÎ_Ë�ÓQÎBÕ®ÚEÎ
Æ³ß}ÝQÎBâ,ÓQÎBÞ�¦uÉaÓ®Ý³Í}ÌaÚ}ß�ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎÅã�ÔEË�Á
ÊKÎEÉaÚiÕ Ì6¦°�³ÐxÓQÎ Ë�Ñ®ÕÅÓQÎBÞ�¦uÉaÓ®Ý³Í}ÌaÚ}ÑCÒ³Í���ÎBÒ�ÆÂÎBÝ®ã2¾-¾�ÍEÓ®Õ�É�ÝQÎ9Ó®Ñ³Ì}��Ô2×Y�GÐµÚmÍ®ÙQÍEÈ³ÉaÊ}Ñf¨³Ý³Í®ÙÁÎEÌxÌxÍ Ê®Ñ®Ñ®Ó®ãmÉaÚmÌ~â
Ì½ÊmÍEÞxÓQÎEÌaÚEÎBÝ®Ñ³É6¦ Ó³ÍBÆ³ÑH¨³Ñ³ÌxÌaÑ®ÒQÎ�Ê®Ñ®ÑáÊ_¨³Ñ®ÝQÎ ¦TÑ®Õ�É¿ÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦TË ÔBÆÂÎBÐdÍ6¨ÂÎBÓKâ ãmÌaÕ�ÍEÓ³ÉaÝ®Ñ®Ç ÃxÊmÍBÆ³ÇuÊ®Ñ®Ñ ÝQÎ
ÌaÚEÎ�¨³Ñ®â�×ÅÌaÚmÍEÕ�Î��

ÚÚ�CÛ ¡!L��6TVD$£�DRÜÇ£�L%NPQ'¤�QUT;¡!ÜmLî¢z¤�\Ý\ ¡�Y9¡>£KÞ~¤�L%F4H$£�ßÁàPá5Y�L��$£9¡>£~¤K[
Q�â;F4L5¢(ã~¤�ÜÇ¤äã0DRåG\Ý\�¤KÞ~¤9¡>£KT�LRÜÇ¤

«Tå_^Iå���lS �¡�¢,£Vo� �lSjS¤�b¥¢! �b.jSk�e;k�o�¦
ÏµÕ�ÍEÝ³ÌaÚ}Ó®ã�Ñ®Ó®ãmÉ6¦áÊmÉaÓ³ÌaÑ®ÇþÝ³ÉdÎBÊ}ÚmÍEÝ³ÍA¦TÝ³ÍEÖ>ÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦TË�Ù�Ê Õ�ÍEÚmÍEÓ³ÍEÖ¿Õ�Í Ã�ËÚË�Ñ(Ê®Ñ³ÉaÝ®Ú}ËØÊ~¨³Ñ.ËÚË�ÉaÓ³ÉaÝfÁ

Ê®ÑQÎ
Æ³ß}Ý®Ë¾×Ãã�ÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ®â�×ÃÒ®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊEÆQÉaÝ®Ë ®�³.¸ ª�¶2¯-æL¯Cç!Ã2«.¶
è.¯-é-æL¯�»�¬7±êæÚ±*«.¯.ëu��Æ³â ÃxÚmÍEÐdÍ,Ò³ÍBÆQÍ�Å9Ñ.¦
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ï�ð+ñ�ò-ìAò
í>÷�÷�ø+ù�	2÷���øK��÷�����ø+ù��uý��2ðAûÍ������
;������

22ø2ý�üfñ�÷6ù�ÿ�õ+ý��
�
��þ=�+ùq2Aõ���ñ3	*��ñ�÷�ð=	*���.2Aõ+ý�	Añ3�
��þK22ý,ø2ý<�7ý��
�
��þ
W������ðs2
��ø2÷�ø2ý,÷8ù�÷�÷�ø+ù�	2÷���ø+ùÍ�;õ��!	2ð
�+ù�"$#%��ö�& ù�'�ñ,ùLü+õ2û{�.�	üFý�õ+ðsî;ù��2÷6ù�ï ��Å�ð�
0ÿ���û2÷���þ_ð
�~ø+ù�����÷��Âï ��ñ<ð6�)�*��ò

ô%������ø+ù��uý��2ð2ý���ø2ð2ý��2÷�ð2ø
��ÿ�ù��
�8÷6ù�	;
U�2÷������Ê���>õ��8õ�'*�
Èºýzÿ�ð ü-�
�dñ3����÷�ÿ�ý,÷�ñ�÷�ÿ�ð2ýE÷���2
��õ���:,ð2ðÌ7�ðAõFù��7ý��2÷���ÿ
ð9ø2ð+ñ3'*�
	Aù�������ò

Ê�ã�ÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ®ÑHÕW��r2×

α = π
4 cos(π2 t), β = π

4 sin(π2 t), p = 1, q = sin(π2 t).
ÕW�*tF×

ÈoÉaÒ³ÉaÓ®ßz¨³ÊKÎ9ÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ®Ý®Ë¾×=Ò³ÍBÆ³âIÙQÍEÒ®Ó³É	¨QÉYÆ³â�ÇuÌ�Ñ³É�ÝQÎ9Ì6Ë�ÉaÓ³É�ÌaÚmÍEÕ¿Ñ½¨³Ñ.ËÚË�ÉaÓ³ÉaÝ(Ê®ÑQÎ
Æ³ß}Ý³Í}É�Ê}ÓQÎ�Ì ÉaÝ®Ñ³É}Ù
Ñ®Þ�¦uÉaÝ®â�Ç$ÚmÌ~â ÊmÍ,Ê}Ó³É6¦uÉaÝ®ÑØÝ³ÉaÒ®Ó³ÉaÓ®Ë°Ê}Ý®Ë�¦ ÑÃÐ~ÆÂÎ�¨³Õ®Ñ.¦ Í}ÔEÓQÎBÞdÍA¦°Ù¾Ò�ÆÂÎBÊ}Ý³Í,Ò³ÍEÊmÍEÓQÎxÈ®Ñ®ÊKÎBâ®ÌaßáÊ Ò®Ó³Í�Á
ÌaÚ}ÓQÎBÝ³ÌaÚ}ÊmÉ}Ù�ÚEÎBÕ½È®ÚmÍ�Ñ³Ì^×KÍ6¨³ÝQÎBâ½Õ�ÍEÝ.Ë�Ñ®Ðxã�ÓQÎ�Ê®Ñ®â�ÊmÍ}ÌaÒ®Ó³ÍEÑ®ÞxÊmÍ6¨³Ñ®ÚmÌ~â=ÌfÒ³ÉaÓ®Ñ³Í6¨QÍA¦

T = 4
�K�hÓ³ÍA¦uÉ�ÚmÍEÐdÍ®Ù

Ê}ÚmÍEÓ³Í}É�Ò³ÍBÆQÉ�ÌxÍEÊmÉaÓ(É9ÎEÉaÚ=Í}Ì*Ê®Ñ�Æ®Æ³âfÊ®Ñ®Ñ¼ÙG¦uÉaÝ®â�â>ÌaÊmÍ}É§ÝQÎBÒ®ÓQÎBÊEÆQÉaÝ®Ñ³É ÝQÎ�Ò®Ó³ÍEÚ}Ñ®ÊmÍEÒ³ÍBÆQÍ�Å9Ý³Í}É9¨³ÊKÎ�Å9¨³Ë
Þ
Î$Ò³ÉaÓ®Ñ³Í6¨o��ÎhÚmÍ}ÔEËáÌxÍx×�ÓQÎBÝ®Ñ®Ú}ß�Ò®Ó®Ñ³ÌaãFÌ ÉxÉ°Ñ³Ì^×KÍ6¨³Ý³ÍEÖ�¦uÍ6¨QÉYÆ³Ñ�È³ÉaÓ³É	¨QÍEÊKÎBÝ®Ñ³É�ÌaÚEÎ�¨³Ñ®Ö�ÌaÚmÍEÕ�ÎhÑ~¨³Ñ.ËÚË�É	Á
Ó³ÉaÝ(Ê®ÑQÎ
Æ³ß}Ý³ÍEÐdÍGÊ}ÓQÎ�Ì ÉaÝ®Ñ®âIÙQÑ®Þ�¦uÉaÝ³ÉaÝ®Ñ³É�Í}Ô}ÍEÑ�×ÅÒ³ÍBÆQÉaÖ>ÊmÍ�Ê}Ó³É6¦uÉaÝ®ÑCÌ�¨³Ê}Ñ®Ý®ã�ÚmÍ½Ò³ÍkË§ÎBÞdÉ�ÝQÎ9È³ÉaÚ}ÊmÉaÓ®Ú}ß
Ò³ÉaÓ®Ñ³Í6¨ÂÎ�Ù®ÚEÎBÕ=È®ÚmÍ9ÃxÕ�ÌaÚ}Ó³É6¦�Î
Æ³ß}Ý®ËfÉ�ÞxÝQÎxÈ³ÉaÝ®Ñ®â8¨QÍ}ÌaÚ}Ñ®ÐaÎBÇ$ÚmÌ~â=Ñ.¦TÑ=Ò³ÍEÒ³ÉaÓ³É6¦uÉaÝ®Ý³Í®�.Ø�ÎBÒ®ÓQÎBÊEÆQÉaÝ®Ñ®â=Ò³Í�Á
ÆQÉaÖ�ÊÚÃxÚ}Ñk¦uÍA¦uÉaÝ®Ú}Ë ÝQÎBÑ³Ô}ÍBÆQÉxÉfÞxÝQÎxÈ®Ñ.¦TË Ì¾ÚmÍEÈ®Õ®Ñ�ÞxÓ³ÉaÝ®Ñ®â9Ê}Õ�ÆÂÎ�¨ÂÎ�Ê�Ò³ÉaÓ³É6¦uÉ*Ì ÉaÝ®Ñ³ÉfÑ®ÞdÍ}ÔEÓQÎ�Å ÎBÇuÌ�Ñ�×
ÚmÍEÈ³ÉaÕ¼Ù³Ñ=Ò³Í ÃxÚmÍA¦Tã=ÍEÝ®Ñ¿Ê}ËfÔEÓQÎBÝ®ËÜÚEÎBÕ®Ñ.¦TÑ_Å�É}Ù³Õ�ÎBÕ¿Ê9Ñ³Ì^×KÍ6¨³Ý³ÍEÖi¦uÍ6¨QÉYÆ³Ñ¼�

�$È®Ñ®Ú}Ë°ÊKÎBâ Ò®Ó®Ñ³ÌaãFÌ ÉxÉ=ÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ�ÍA¦TãÃÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ®ã ÌaÊmÍEÖ³ÌaÚ}ÊmÍ%ÌaÚ}Ó®ã�Õ®Ú}ã�Ó®Ý³ÍEÖáãmÌaÚmÍEÖ®È®Ñ®ÊmÍ�Á
ÌaÚ}Ñ¼Ù
¦uÍ�Å9Ý³Í�ÝQÎ�¨QÉaâ�Ú}ßmÌ~âIÙµÈ®ÚmÍºÒ®Ó®Ñ®Ó³Í6¨ÂÎ%ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ%ÌxÍx×�ÓQÎBÝ®Ñ®ÚmÌ~âáÒ®Ó®Ñáã�Õ�ÎBÞ
ÎBÝ®Ý³ÍEÖ ¦uÍ6¨³Ñ.Ë�Ñ®Õ�Î�Ê®Ñ®Ñ
ÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦TË���ÎhÑ³ÌYÆQÉaÝ®Ý®ËfÉ=ÓQÎEÌaÈ³ÉaÚ}Ë Ò³Í6¨³Ú}ÊmÉaÓ+Å9¨ÂÎBÇ$ÚBÙµÈ®ÚmÍÆÃxÚmÍÆ¨QÉaÖ³ÌaÚ}Ê}Ñ®ÚmÉYÆ³ß}Ý³Í�ÚEÎBÕ¼ÙuÉxÌYÆ³Ñ Ò®ÓQÎBÊ}Ñ�Æ³ß}Ý³Í
Ò³Í6¨QÍ}ÔEÓQÎBÚ}ß½ÒQÎBÓQÎ ¦uÉaÚ}Ó®Ë

K
Ñ
ε
�

¥�Ë°Ò³ÍBÆ³Ý®Ñ.¦ÃÞ
Î ¦uÉaÝ®ãHÕW�*tF×°Ê�ã�ÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ®Ñ�ÕW��r2×YÙQÞ
ÎBÒ®Ñ³ÌdÎBÝ®Ý³ÍA¦ ÍEÚ}Ý³Í}ÌaÑ®ÚmÉYÆ³ß}Ý³Í½Õ�ÍA¦TÒ�ÆQÉaÕ�ÌaÝ³ÍEÖ�Ò³ÉaÓ³É	Á
¦uÉaÝ®Ý³ÍEÖ

W = X + iY
��Û�Í}ÌYÆQÉhÍEÚ�¨QÉYÆQÉaÝ®Ñ®â�¨QÉaÖ³ÌaÚ}Ê}Ñ®ÚmÉYÆ³ß}Ý®Ë¾×=Ñ8¦TÝ®Ñ.¦TË¾×½ÈQÎEÌaÚmÉaÖGÒ³ÍBÆ³ã�ÈQÎEÉ6¦ ÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦Tã

ã�ÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ®Ö

Ẋ = −2εY 2Ω1(X,Y, t)
(
cos(π4 cos π2 t)−X sin(π4 cos π2 t)

)
+

+KY Ω2(X,Y, t)
(
cos(π4 sin π

2 t)−X sin(π4 sin π
2 t)
)

sin πt
2 ,

Ẏ = εY Ω1(X,Y, t)
(
2X cos(π4 cos π2 t) + (1−X2 + Y 2) sin(π4 cos π2 t)

)
−

−KΩ2(X,Y, t)
(
X cos(π4 sin π

2 t) + 1
2(1−X2 + Y 2) sin(π4 sin π

2 t)
)

sin πt
2 ,

ÕW�d�2×
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�gÄ � �$�������E�F�A�7���7�2�

ï�ð+ñ�ò�ò2ò��%��ø2÷�ø2ý,÷��iù�÷�÷�ø+ù�	2÷���ø+ù6�+ù%	Aù�ø2÷6ù�&uñ�ý,ÿ�ý,ø
�
��:��%2
��õ�'*Èuù�ø2ðAûLñ�7�ý,ø
�Æÿ62
��õ2û2ø
�
��þLù��,ð��.' ÷6ù6õ����
��þq22ø
���
ý�	2ú2ð2ð��Xõ+ý,ÿ�ù6û=	*��õ����
	Aù���ðK�+ù�2Aõ���ñ3	*��ñ�÷�ð

W
�)22ø+ù�ÿ�ù6û=	*��õ����
	Aù���22ø2ð~ø+ù���õ+ð
�
�
��&=���+ù��2ý��2ðAû$&�2+ù�ø+ù��7ý,÷�ø+ù

ε
ò

��+$ù�ø2÷���ö��0�
��:���2
��õ�'*Èuù�ø2ðAû9ÿ��!:�õ2û ü+û2÷Lù��+ù6õ���:,ð
�
�
�0	Aù�ø2÷6ù��iñ�ý,ÿ�ý,ø
�
��:��!ð42
��õ�'*�+ù�ö5÷�ñ#û4�,ý,ø
	Aù6õ����
���s��÷��
ø+ù��uý��2ð2ý<�s��÷��
��ñ�ð2÷�ý�õ����
�!ÿ�ý,ø2÷�ð
	Aù6õ����
��þ=��ñ�ð.ò �

Ð�¨QÉ

Ω1(X,Y, t) =
2X cos(π4 cos π2 t) + (1−X2 − Y 2) sin(π4 cos π2 t)

(1 +X2 + Y 2)2
,

Ω2(X,Y, t) =
− 2X sin(π4 sin π

2 t) + (1−X2 − Y 2) cos(π4 sin π
2 t)

(1 +X2 + Y 2)
+ 1√

2
.

ÕW��Ù2×
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Í�ÝQÎÅÊ}Ë°Ð~Æ³âF¨³Ñ®ÚºÝ³ÉxÌaÕ�ÍBÆ³ß}Õ�ÍCÐxÓ³ÍA¦uÍEÞ*¨³Õ�Í®ÙTÝ³ÍÆÃxÚmÍÇ°-±g¬7»�ó�ÛÞ¶2©�«.¶*¬7±*¹9«;ó�ÛH° ¬0¯-æÚ±g¬�µ6¯.µ6¹E±êæ0óÄª�¯gçSç
±*­
¬7±*«;è.¯.¸�³;ô2«;ó/·�Ã*¬F¸A»�«-±*«.¯.Û�µ_®�³.¸ ª�¶2¯-æL¯ ¶2©�õ<çSç�¯;è.¯-±*«.¹9¸�æL¯uö!¯-æÚ±�÷6øE±*Û�«.¸§°F³.©�µ6¶2©�µ6¹9¯ »iµ�±*´f±*«.¯.¯
ù�Ã2¸ «.¶2¸,¬7±z¸ ¹9¹º¬F¸ ¶2¹9©�¬�¹9¯.°.¸Íùu³;ó�¶2¯.«.¸}�'Í�ÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ³É�ÛhãKÎBÝ®Õ�ÎBÓ³ÉE¨®Æ³âCÝ³ÉdÎBÊ}ÚmÍEÝ³ÍA¦TÝ³ÍEÖ%ÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦TË
ã�ÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ®ÖÆÕW�d�2×oÊ}Ë°Ò®Ñ³ÌdÎBÚ}ß�â�Ê}Ý³ÍhÝ³É�ã�¨ÂÎEÉaÚmÌ~âIÙ}Ý³ÍhÉaÐdÍL¦uÍ�Å9Ý³Í�Ó³ÉdÎ
Æ³Ñ®ÞdÍEÊKÎBÚ}ß�ÊhÊ}Ñf¨QÉ¾Ê}Ë°Ò³ÍBÆ³Ý®â®É6¦uÍEÖ�ÝQÎ
Õ�ÍA¦TÒ®ß}Ç$ÚmÉaÓ³É$Ò®Ó³Í Ê³É	¨³ã�Ó®Ë�ÙKÕ�ÍEÚmÍEÓQÎBâ½ÌxÍ}ÌaÚmÍEÑ®Ú�Ê�Ñ®Ý®ÚmÉaÐxÓ®Ñ®Ó³ÍEÊKÎBÝ®Ñ®Ñ=ã�ÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ®Ö½Õ�ÍEÝ³ÉaÈ®Ý³Í�ÁsÓQÎBÞxÝ³Í}ÌaÚ}Ý®Ë�¦
¦uÉaÚmÍ6¨QÍA¦%ÝQÎhÑ®Ý®ÚmÉaÓ®ÊKÎ
ÆQÉfÊ}Ó³É6¦uÉaÝ®Ñ

T = 4
Ù}Þ
Î�¨ÂÎBÇuÌ É6¦ºÒ³ÉaÓ®Ñ³Í6¨½Ñ®Þ�¦uÉaÝ³ÉaÝ®Ñ®â�Õ�Í Ã�ËÚË�Ñ(Ê®Ñ³ÉaÝ®ÚmÍEÊ³Ï

xn+1 =
= TP (xn)

Ù®Ð�¨QÉ
xn = {X(nT ), Y (nT )} �

«Tå ] åaÔc �lSjSe; �¤�b¥´-o�n�e; �®Sl�£Vo�d�k�lUfih.o¼oC¶6 �¢!´-o�e�d�oVf-£Ve;k�k�±�e� �euúu¢,£Vû,h;b.h.±
Í$ÔEÓQÎBÚ}Ñ.¦uÌ~â¿Õ¿Ó³ÉaÞxã
Æ³ß
ÚEÎBÚEÎ ¦ Ñ³ÌxÌYÆQÉ	¨QÍEÊKÎBÝ®Ñ®â½¨³Ñ®ÝQÎ ¦TÑ®Õ®Ñ>ÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦TËÓÕW�d�2×�ÝQÎ�Õ�ÍA¦TÒ®ß}Ç$ÚmÉaÓ³É}�
Ø�Î�Ó®Ñ³Ì}�j	�Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÝ®ËáÞ
ÎBÊ}Ñ³ÌaÑ.¦uÍ}ÌaÚ}Ñ9Ò³ÉaÓ³É6¦uÉaÝ®Ý®Ë¾×

X
Ñ
Y
ÍEÚhÊ}Ó³É6¦uÉaÝ®Ñ¼Ù}Ò³ÍBÆ³ã�È³ÉaÝ®Ý®ËfÉ¾ÊhÓ³ÉaÞxã
Æ³ß
ÚEÎ�Á

ÚmÉµÈ®Ñ³ÌYÆQÉaÝ®Ý³ÍEÐdÍhÓ³É*É ÉaÝ®Ñ®âÚ¨³Ñ.ËÚË�ÉaÓ³ÉaÝ(Ê®ÑQÎ
Æ³ß}Ý®Ë¾×�ã�ÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ®ÖdÕW�d�2×IÒ®Ó®Ñ
ε = 0.72

Ñ
K = 1

��¥�Ñ®ÞxãKÎ
Æ³ß}Ý³Í
ÍEÝ®ÑºÊ}Ë°Ð~Æ³âF¨³â�ÚÅÒ³Íx×KÍ�Å9Ñ.¦TÑ%ÝQÎ½Ó³ÉdÎ
Æ³Ñ®Þ
Î�Ê®Ñ®Ñ,ÌYÆ³ã�ÈQÎBÖ®Ý³ÍEÐdÍ=Ò®Ó³Í Ê³ÉxÌxÌdÎ�ÙIÕ�ÎBÕÂÃxÚmÍGÑi¨QÍBÆ.Å9Ý³Í¿ÔEË°Ú}ß=Ò®Ó®Ñ
¨³Ñ®ÝQÎ ¦TÑ®Õ�É§ÝQÎ§×�ÎEÍEÚ}Ñ®È³ÉxÌaÕ�ÍA¦ ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ³É}�

ï�ð+ñ�ò�ñ ò�Æ(ù�ÿ�ð+ñ�ð��.��ñ�÷�ð�22ý,ø2ý<�7ý��
�
��&
X

ð
Y
��÷;ÿ�ø2ý<�7ý��2ðºÿV'�ñ�÷6ù��
��ÿ�ð2ÿ�Èºý<�Gñ#û$ø2ý3�Lð��7ý�
�2
��õ�'*�2ý��
�
��ý/ÿ5ø2ý���'	õ����

÷6ù�÷�ýq�2ð+ñ�õ+ý��
�
��:���ø2ý�Èºý��2ðAû9üFð�767�ý,ø2ý��2ú2ð+ù6õ����
��&�' ø+ù�ÿ��2ý��2ð2þs��ó�ì��!22ø2ð
ε = 0.72

ð
K = 1.9

òi��ø2ð2ÿ��	üFð2÷�ñ#û
�+ù�ñ�÷��!ø2ý	ù6õ+ð
�	ù�ú2ð2ð;
*�	ù�ÿ�ý�ü-���.����÷��
��ñ#û
9uù6û+ñ#û�	ÚüFÿ�ð$�uý��2ð2öÞñ�ð+ñ�÷�ý<�.�m�+ùuù�÷�÷�ø+ù�	2÷���ø2ý�8$22ý,ø2ý3&��	ü-�
��þ=22ø
��ú2ý	ñ,ñ
ð+ñ3	Aõ+ö��2ý��

Ø�ÎCÓ®Ñ³Ì}��ãºÒ®Ó®Ñ®ÊmÍ6¨³â�ÚmÌ~â Ê�ÓQÎBÞxÝ®Ë¾× Ë�ÍEÓ.¦�Î
× Ò³ÍEÓ®Ú}Ó³ÉaÚ}Ë ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎºÒ®Ó®Ñ ÚmÉY×ÞÅ�É=ÞxÝQÎxÈ³ÉaÝ®Ñ®â�×
ÒQÎBÓQÎ ¦uÉaÚ}Ó³ÍEÊ>ÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦TË

ε = 0.72
Ñ
K = 1

�GØ�Îk¨³ÑQÎBÐxÓQÎ ¦�¦uÉ_Õ�Î2×�Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÝ�Ê}Ñf¨,ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ=ÊGÚ}Ó³ÉY×FÁ
¦uÉaÓ®Ý³ÍA¦ºÓQÎEÌ*É�Ñ®Ó³ÉaÝ®Ý³ÍA¦ÇË§ÎBÞdÍEÊmÍA¦CÒ®Ó³Í}ÌaÚ}ÓQÎBÝ³ÌaÚ}ÊmÉ

(X,Y, t)
ÙKÎ$ÝQÎº¨³ÑQÎBÐxÓQÎ ¦�¦uÉ~Õ Ô+×�Ñ ÉaÐdÍhÒ®Ó³Í}ÉaÕ(Ê®Ñ®â9ÝQÎ

Ò�ÆQÍ}ÌaÕ�Í}ÌaÚ}ßL¨³Ñ®ÝQÎ ¦TÑ®È³ÉxÌaÕ®Ñ�×9Ò³ÉaÓ³É6¦uÉaÝ®Ý®Ë¾×
(X,Y )

�*ÎhÚmÍ}ÔEËáÌ�¨QÉYÆÂÎBÚ}ß�ÓQÎBÞaÆ³Ñ®È®Ñ.¦uÍEÖ�Ò®Ó®Ñ³ÌaãFÌ�ã�ÇÃÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕfÁ
ÚmÍEÓ®ãGÌaÚ}Ó®ã�Õ®Ú}ã�Ó®ãmÙ�Ñ³ÌaÒ³ÍBÆ³ß}ÞdÍEÊKÎBÝQÎ9ÚmÉY×�Ý®Ñ®Õ�Î�Ò®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊEÆQÉaÝ®Ñ®âÅÍ}Ô*½¼ÉaÕ®ÚEÎ9ÍEÚ}ÚmÉaÝ®Õ�Î ¦TÑ>ÌxÉaÓ³ÍEÐdÍ9Ê®ÊmÉaÚEÎ½¼ Ô}��¿��
ü¾ÍBÆQÉxÉfÌaÊmÉaÚdÆ³Ë�¦TÑ�ÚmÍEÝQÎ ¦TÑ�Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÝ®Ë ã�ÈQÎEÌaÚ}Õ®Ñ¼ÙmÍEÚ}ÊmÉaÈQÎBÇuÌ�Ñ³ÉfÍEÚ}Ý³Í}ÌaÑ®ÚmÉYÆ³ß}Ý³Í§Ô}ÍBÆ³ßAÉ ÉaÖ�ÊmÉaÓ³Ídâ�Ú}Ý³Í}ÌaÚ}Ñ
Ò®Ó³ÉxÔEË°ÊKÎBÝ®Ñ®â,ÚmÍEÈ®Õ®Ñ%Ê>ÌxÍ}ÍEÚ}ÊmÉaÚmÌaÚ}Ê}ã�ÇuÌ É6¦BÃaÆQÉ6¦uÉaÝ®ÚmÉ�Ñ®ÞdÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®âI�TÛhÓ³É	¨QÌaÚEÎBÊEÆQÉaÝ®Ý®Ë°Ö ÝQÎ=Ó®Ñ³Ìaã�ÝfÁ
Õ�ÉdÕ�Î2×fÊ ¨QÍBÆ³ß=ÊmÉaÓ®Ú}Ñ®Õ�Î
Æ³ß}Ý³ÍEÖ,Í}ÌaÑCÑ®Ý®ÚmÉaÓ®ÊKÎ
Æ%Ê}Ó³É6¦uÉaÝ®Ñ�ÍEÚ}ÊmÉaÈQÎEÉaÚÅÍ6¨³Ý³ÍA¦Tã>Ò³ÍBÆ³Ý³ÍA¦Tã>Ò³ÉaÓ®Ñ³Í6¨³ã>Ñ®Þ�¦uÉ	Á
Ý³ÉaÝ®Ñ®â>Õ�Í Ã�ËÚË�Ñ(Ê®Ñ³ÉaÝ®ÚmÍEÊ³�G¥þÌxÉaÈ³ÉaÝ®Ñ®ÑºÐdÍEÓ®Ñ®ÞdÍEÝ®ÚEÎ
Æ³ß}Ý³ÍEÖ�Ò�ÆQÍ}ÌaÕ�Í}ÌaÚ}ß}Ç

t = 0 (mod4)
¦uÍ�Å9Ý³ÍGÊ}Ñf¨QÉaÚ}ß

Í}Ô*½¼ÉaÕ®Ú=Ì�×�ÎBÓQÎBÕ®ÚmÉaÓ®Ý³ÍEÖÂË�ÓQÎBÕ®ÚEÎ
Æ³ß}Ý³ÍEÖCÒ³ÍEÒ³ÉaÓ³ÉaÈ®Ý³ÍEÖºÌaÚ}Ó®ã�Õ®Ú}ã�Ó³ÍEÖ¼�GÐµÚmÍ�Ò³ÍEÓ®Ú}Ó³ÉaÚ¿ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ�Ê½ÌxÉ	Á
È³ÉaÝ®Ñ®Ñ�ÛhãKÎBÝ®Õ�ÎBÓ³É}�FÍ�Ú�¨QÉYÆ³ß}Ý³Í§ÍEÝ Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÝ�ÝQÎ�¨³ÑQÎBÐxÓQÎ ¦�¦uÉ�Õ ÊF×Y�2ÏµÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ³ÉfÌ¾Í}Ô}ÌaãFÅ9¨ÂÎBÊAÉ�Ñ.¦uÌ~â9Ê}Ë$É É
ÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ®Ñ.¦ØÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ³ÍA¦ÃÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®â>Ì6Ë�ÉaÓ®Ë Õ Ó®Ñ³Ì}�~�}Î2×;¨QÉ6¦uÍEÝ³ÌaÚ}Ó®Ñ®Ó®ãmÉaÚ½Þ
Î ¦uÉaÈQÎBÚmÉYÆ³ß}Ý³Í}É
Ì^×KÍ6¨QÌaÚ}ÊmÍ�Í}Ô}ÍEÑ�× Í}Ô*½¼ÉaÕ®ÚmÍEÊ³�AØ�Î�Õ�ÎxÈ³ÉxÌaÚ}ÊmÉaÝ®Ý³ÍA¦�ã�Ó³ÍEÊ}Ý³É;ÃxÚmÍ!¦uÍ�Å9Ý³Í�ÌaÈ®Ñ®ÚEÎBÚ}ß�Ò³Í6¨³Ú}ÊmÉaÓ+Å9¨QÉaÝ®Ñ³É6¦�ÚmÍEÐdÍ®Ù
È®ÚmÍ9Ò®Ó³É	¨³Ò®Ó®Ñ®Ý®â�ÚEÎBâÆ¦uÍ6¨³Ñ.Ë�Ñ®Õ�Î�Ê®Ñ®â_¦uÍ6¨QÉYÆ³ÑÅÝ³ÉhÒ®Ó®Ñ®ÊmÉYÆÂÎ9Õ=Ñ®Þ�¦uÉaÝ³ÉaÝ®Ñ®Ç Ò®Ó®Ñ®Ó³Í6¨³Ë ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ��

vEw5xzyEvEw;{EvE|~}���yEvE|���yE�E|z���+�F�F�.�0�;�6�(�-���.�7�2�$�f�F� �.�(�2�
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ï�ð+ñ�òU�2òSí>÷�÷�ø+ù�	2÷���øÂñ�ð+ñ�÷�ý<�.�ý��ó�ì���22ø2ð
ε = 0.72

ð
K = 1.9


.22ø2ý�üfñ�÷6ù�ÿ�õ+ý��
�
��þiÿ8÷�ø2ý3&
�7ý,ø
�
��� ø+ù�ñ3Èºð$�
ø2ý��
�
���m7$ù�����ÿ����a22ø
��ñ�÷�ø+ù��+ñ�÷�ÿ�ý4�où���
.ÿK22ø
��ý�	2ú2ð2ð��+ùK2Aõ���ñ3	*��ñ�÷��ÚüFð
�+ù��7ð
�2ý	ñ3	2ð$&Í22ý,ø2ý<�7ý��
�
��&

(X,Y )
�)�*�

ð~ÿ!ñ�ý��2ý��2ð2ð��%'�ù��
	Aù�ø2ý
t = 0 (mod4)

�Zÿ*��ò$#$ù$üFð+ù�:,ø+ù����Gù�&M�où��'ð��)�*��ð+ñ32
��õ�������ÿ�ù��+ù$÷�ý3&$�2ð
	Aùq22ø2ý�üfñ�÷6ù�ÿ�õ+ý3�
�2ðAû1��÷�÷�ý��
	Aù��7ð½ñ�ý,ø
��:��9ú2ÿ�ý,÷6ù
þu����õ+ý,ýLñ�ÿ�ý,÷	õ���ýL÷����+ù���÷�ÿ�ý��+ù�ö5÷�'*�+ù�ñ�÷�	Aù���
u2
��ñ�ý�9uù�ý<�.���Çð
������ø+ù��!ù�ö�9ºý,þ
÷����
	*��þ9ñ%����õ���Èºý,þ�ÿ�ý,ø
�*û2÷��
��ñ�÷���ö

ÛhÓ³Í Ê³É	¨³ã�ÓQÎfÊ}Ë°È®Ñ³ÌYÆQÉaÝ®Ñ®Ö Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÚmÉYÆQÉaÖ à�â�Ò®ã�Ý³ÍEÊKÎ�ÎBÝQÎ
ÆQÍEÐxÑ®È®ÝQÎ�ÚmÍEÖ¼ÙdÕ�ÍEÚmÍEÓQÎBâ§Ñ³ÌaÒ³ÍBÆ³ß}ÞdÍEÊKÎ
ÆÂÎEÌaß
Ò®Ó®Ñ.¦uÉaÝ®Ñ®ÚmÉYÆ³ß}Ý³Í�Õ�Þ
Î�¨ÂÎBÝ®Ý³ÍA¦Tã ÎBÝQÎ
Æ³Ñ®Ú}Ñ®È³ÉxÌaÕ®Ñ�ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®ÇìÕ ÓQÎBÞ*¨QÉYÆ�Ô2×YÙ
Ý³Í$Í}ÌaÝ³ÍEÊ}Ë°ÊKÎEÉaÚmÌ~â9ÚmÉaÒ³ÉaÓ®ß
ÝQÎ9ÌxÍEÊ2¦uÉxÌaÚ}Ý³ÍA¦ Ó³É*É ÉaÝ®Ñ®ÑÅÕ�ÍEÝ³ÉaÈ®Ý³Í�ÁsÓQÎBÞxÝ³Í}ÌaÚ}Ý®Ë�¦À¦uÉaÚmÍ6¨QÍA¦ ÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦TËñã�ÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ®Ö�ÕW�d�2×�Ñ½¨³Ê}ãK×=Õ�ÍA¦/Á
Ò�ÆQÉaÕ®ÚmÍEÊhÌxÍ}ÍEÚ}ÊmÉaÚmÌaÚ}Ê}ã�ÇuÌ�Ñ�×§ã�ÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ®Ö§Ê�ÊKÎBÓ®ÑQÎ�Ê®Ñ®â�×�Ì�ÍEÓ®ÚmÍEÐdÍEÝQÎ
Æ³Ñ®Þ
Î�Ê®Ñ³ÉaÖ9ÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ³ÍEÊ$ÊmÍEÞ�¦TãFÌ ÉaÝ®Ñ®â
Ñ Ñ�×§Ý³ÍEÓ.¦TÑ®Ó³ÍEÊ}Õ�ÍEÖ�ÝQÎ�Õ�ÍEÝ³ÌaÚEÎBÝ®Ú}ã�ÝQÎ�Õ�Î�Å9¨QÍA¦CÒ³ÉaÓ®Ñ³Í6¨QÉ}�mÛ�ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÚmÉYÆ³Ñ9à�â�Ò®ã�Ý³ÍEÊKÎº¨®Æ³â�ÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦TËBÕW�d�2×
λ1,2

ÑÚ¨®Æ³â�ÉxÉ�ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®â ÛhãKÎBÝ®Õ�ÎBÓ³É°ÌaÊ}â�Þ
ÎBÝ®Ë ÍEÈ³ÉaÊ}Ñf¨³Ý®Ë�¦CÌxÍ}ÍEÚ}Ý³Í É ÉaÝ®Ñ³É6¦
λ1,2 = Λ1,2/T

Ù
T = 4

�
Ø�Î,Ó®Ñ³Ì}�~
,Ò³ÉaÓ®Ê}Ë°ÖÜÐxÓQÎ Ë�Ñ®Õ�Õ�Î2×�Ò³ÍEÕ�ÎBÞxË°ÊKÎEÉaÚ Þ
ÎBÊ}Ñ³ÌaÑ.¦uÍ}ÌaÚ}ßáÒ³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÚmÉYÆQÉaÖ

Λ1,2
ÍEÚ ÒQÎBÓQÎ ¦uÉaÚ Á

ÓQÎ
ε
Ò®Ó®Ñ_Ë�Ñ®Õ�ÌaÑ®Ó³ÍEÊKÎBÝ®Ý³ÍEÖ>ÊmÉYÆ³Ñ®È®Ñ®Ý³É

K = 1.9
�gü¾ÍBÆ³ßAÉ�Ñ®ÖÅÒ³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÚmÉYÆ³ßGÍ}ÌaÚEÎEÉaÚmÌ~âÅÒ³ÍBÆQÍ�Å9Ñ®ÚmÉYÆ³ß}Ý®Ë�¦
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Ê§É�Ñ®Ó³ÍEÕ�ÍA¦ Ñ®Ý®ÚmÉaÓ®ÊKÎ
ÆQÉ¿Ñ®Þ�¦uÉaÝ³ÉaÝ®Ñ®â
ε
ÙuÈ®ÚmÍCÐdÍEÊmÍEÓ®Ñ®Ú%ÍC×�ÎEÍEÚ}Ñ®È³ÉxÌaÕ�ÍEÖ Ò®Ó®Ñ®Ó³Í6¨QÉ>ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ��µÛhÓ®Ñ

ε > εc ≈ 1.34
×�ÎEÍ}Ì¾Ò®Ó³ÍEÒQÎ�¨ÂÎEÉaÚ�Ñ~¨³Ê}Ñ(Å�ÉaÝ®Ñ³É�ÌaÚEÎBÝ³ÍEÊ}Ñ®ÚmÌ~â�Ò³ÉaÓ®Ñ³Í6¨³Ñ®È³ÉxÌaÕ®Ñ.¦°�+Ø�Î$Ê}ÚmÍEÓ³ÍA¦CÐxÓQÎ Ë�Ñ®Õ�ÉÚÕ Ô+×

Ò®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊEÆQÉaÝQÎGÞ
ÎBÊ}Ñ³ÌaÑ.¦uÍ}ÌaÚ}ßGÒ³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÚmÉYÆQÉaÖ
Λ1,2

ÍEÚ½ÒQÎBÓQÎ ¦uÉaÚ}ÓQÎ
K
Ò®Ó®Ñ§Ë�Ñ®Õ�ÌaÑ®Ó³ÍEÊKÎBÝ®Ý³ÍEÖCÊmÉYÆ³Ñ®È®Ñ®Ý³É

ε = 0.72
�g>�ÎEÍ}Ì�ÍEÚmÌaã�ÚmÌaÚ}Ê}ãmÉaÚ½Ò®Ó®Ñ_¦�Î
Æ³Ë¾×¿ÊmÉYÆ³Ñ®È®Ñ®ÝQÎ
×

K
Ù®È®ÚmÍ�ÌxÍ}ÍEÚ}ÊmÉaÚmÌaÚ}Ê}ãmÉaÚ½¦�Î
Æ³Ë�¦áã�Ð~ÆÂÎ ¦áÒ³ÍEÊmÍ�Á

Ó³ÍEÚEÎ¿ÝQÎ¿ÌaÚEÎ�¨³Ñ®â�×§¨³Ñ.ËÚË�ÉaÓ³ÉaÝ(Ê®ÑQÎ
Æ³ß}Ý³ÍEÐdÍÅÊ}ÓQÎ�Ì ÉaÝ®Ñ®âIÙ¼Ñ%Ò³Ídâ�ÊEÆ³â®ÉaÚmÌ~âIÙoÝQÎxÈ®Ñ®ÝQÎBâ,Ì
K = Kc ≈ 1.23

�
¥þÈQÎEÌaÚ}Ý³Í}ÌaÚ}Ñ¼ÙIÒ®Ó®Ñ

ε = 0.72
Ñ
K = 1.9

Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÚmÉYÆ³Ñ�à�â�Ò®ã�Ý³ÍEÊKÎGÌxÍ}ÌaÚEÎBÊEÆ³â�Ç$Ú
Λ1 ≈ 0.884 ± 0.004Ñ

Λ2 ≈ −1.261 ± 0.002
ÙMÎ½Í Ê³ÉaÝ®Õ�ÎGÓQÎBÞ�¦uÉaÓ®Ý³Í}ÌaÚ}Ñ ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎGÊ=ÌxÉaÈ³ÉaÝ®Ñ®Ñ%ÛhãKÎBÝ®Õ�ÎBÓ³É9Ò³Í½Ë�ÍEÓ.¦Tã
ÆQÉ

��ÎBÒ�ÆÂÎBÝQÎ�¾-¾�ÍEÓ®Õ�É�¨ÂÎEÉaÚ
DL ≈ 1.70

�

ï�ð+ñ�ò-�2ò
ÿ.ø+ù�7�ð
	2ðK�	ù�ÿ�ð+ñ�ð��.��ñ�÷�ðK2
��	Aù��	ù�÷�ý�õ+ý,þKÇ�û
2
'*�
��ÿ�ù���÷q2+ù�ø+ù��7ý,÷�ø+ù
ε
22ø2ð

K = 1.9
�où��/ðK��÷52+ù�ø+ù��7ý,÷��

ø+ù
K
22ø2ð

ε = 0.72
�)�*��ü+õ2û���÷�����ø+ù��uý��2ðAûK�%'�ù��
	Aù�ø2ýV�.�	üFý�õ+ð���ó�ì���ò-Ð'ý,ø+ù6ûK2
��õ���ñ,ù�2
��	Aù�����ÿ�ù�ý,÷ºð
�2÷�ý,ø2ÿ�ù6õg


ÿ1	*��÷���ø
���¥	*���.2
��ö5÷�ý,ø
�+ù6ûa22ø
��ÿ�ý,ø
	AùÍ	2ø2ð2÷�ý,ø2ðAûÌ	*���
'�ñ3��ÿÍ2
�	üF÷�ÿ�ý,ø��uüfù�ý,÷��	ü-�
��ø
�	ü-�
�Í:,ð
22ý,ø
����õ+ð
�2ý	ñ3	
' ö
22ø2ð2ø
�	ü-'~ù�÷�÷�ø+ù�	2÷���ø+ù

ÎhÚmÍ}ÔEË ãmÌaÚEÎBÝ³ÍEÊ}Ñ®Ú}ß�ÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ®ã�Ç Ò®Ó®Ñ®Ó³Í6¨³ã9ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ�ÌµÒ³ÍA¦uÍ Ì�ß}ÇÃÕ®Ó®Ñ®ÚmÉaÓ®Ñ®â Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ³Ù
Ê³ÉYÆQÉxÌxÍ}Í}ÔEÓQÎBÞxÝ³Í�ÊmÉaÓ®Ý®ã�Ú}ßmÌ~â¿Õ=Õ�Í}ÍEÓ2¨³Ñ®ÝQÎBÚEÎ ¦ÃÝQÎ Ì6Ë�ÉaÓ³É

x =
1−X2 − Y 2 + 2X√

2(1 +X2 + Y 2)
, y = 2Y

1 +X2 + Y 2
, z =

1−X2 − Y 2 − 2X√
2(1 +X2 + Y 2)

.
ÕW�
	A×

��ÍA¦TÒ®ß}Ç$ÚmÉaÓ®ÝQÎBâ�Ò®Ó³ÍEÐxÓQÎ ¦�¦�Î�ÙKÓ³ÉdÎ
Æ³Ñ®Þxã�ÇuÌ9ÎBâ�Ò®Ó³ÍEÊmÉaÓ®Õ®ã9Ú}Ó³ÉxÔEãmÉ6¦TË¾×�ãmÌYÆQÍEÊ}Ñ®Ö¼ÙmÒ³ÍBÆ³ã�ÈQÎEÉaÚmÌ~â�¦uÍ�Á
¨³Ñ.Ë�Ñ®Õ�Î�Ê®Ñ®Ö Ò®Ó³ÍEÐxÓQÎ ¦�¦TË�Ù�Ò®Ó®Ñ.¦uÉaÝ®â�ÊAÉ ÉaÖ³Ì~â ¨®Æ³â ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®âØÌ6Ë�ÉaÓ®Ë�Ù¾ÎºÑ.¦uÉaÝ®Ý³Í®Ï�Ê2¦uÉxÌaÚmÍ%Ò®Ó³Í�Á
ÐxÓQÎ ¦�¦TÝ³ÍEÐdÍd¦uÍ6¨³ã
Æ³âIÙÂÕ�ÍEÚmÍEÓ®Ë°Ö�Ê}Ë°È®Ñ³ÌYÆ³â�Æ�ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ³É�Ì6Ë�ÉaÓ®ËñÑºÉaÐdÍ½Ò®Ó³ÍEÑ®ÞxÊmÍ6¨³Ý®ËfÉ}ÙIÒ³Í6¨QÌaÚEÎBÊEÆ³âFÁ
ÉaÚmÌ~â§¦uÍ6¨³ã
Æ³ß³ÙÂÓ³ÉdÎ
Æ³Ñ®Þxã�ÇuÌ�Ñ®Ö�ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ³É�ÛhãKÎBÝ®Õ�ÎBÓ³É~¨®Æ³âCÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦TËÜ¨³Ñ.ËÚË�ÉaÓ³ÉaÝ(Ê®ÑQÎ
Æ³ß}Ý®Ë¾×>ã�ÓQÎBÊ Á
Ý³ÉaÝ®Ñ®Ö Ò³Í}ÌaÓ³É	¨QÌaÚ}ÊmÍA¦ Ñ�×%È®Ñ³ÌYÆQÉaÝ®Ý³ÍEÐdÍCÑ®Ý®ÚmÉaÐxÓ®Ñ®Ó³ÍEÊKÎBÝ®Ñ®â ÝQÎÅÒ³ÉaÓ®Ñ³Í6¨QÉGÑ®Þ�¦uÉaÝ³ÉaÝ®Ñ®â Õ�Í Ã�ËÚË�Ñ(Ê®Ñ³ÉaÝ®ÚmÍEÊ
Ñ=Ò®Ó³ÍEÑ®ÞxÊmÍ6¨³âfÌ�Ñ®ÖÅÚEÎBÕ(Å�É�Ó³É*É ÉaÝ®Ñ³É�ÌxÍ}ÍEÚ}ÊmÉaÚmÌaÚ}Ê}ã�ÇuÌ�Ñ�×=ã�ÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ®Ö¿Ê9ÊKÎBÓ®ÑQÎ�Ê®Ñ®â�×8¨®Æ³âGÊ}Ë°È®Ñ³ÌYÆQÉaÝ®Ñ®â
ÃaÆQÉ6¦uÉaÝ®ÚmÍEÊ�¦�ÎBÚ}Ó®Ñ(Ê®Ë��$Õ�Í}ÔEÑ��m�

Ø�Î°Ó®Ñ³Ì}�~
}ÎfÒ®Ó®Ñ®ÊmÍ6¨³Ñ®ÚmÌ~â~¨³ÑQÎBÐxÓQÎ ¦�¦�Î�ÙEÌaãf¦�¦TÑ®Ó®ã�ÇuÌ9ÎBâ�Ê�ÐxÓQÎ Ë�Ñ®È³ÉxÌaÕ�ÍEÖEË�ÍEÓ.¦uÉ�Ó³ÉaÞxã
Æ³ß
ÚEÎBÚ}Ë Ò®Ó³Í�Á
ÊmÉaÓ®Õ®ÑºÕ®Ó®Ñ®ÚmÉaÓ®Ñ®â>Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ8¨®Æ³âºÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎGÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦TË ÕW�d�2×fÒ®Ó®Ñ

ε = 0.72
Ñ
K = 1.9

��vTÎEÌ*É�Ñ®ÓKâ�ÇºÁ
��� _YVj��ed_jSEeB[B`WVYSB¹I{�wY¹¼±Y_Y[ UcXEUWVa`Wp®¹ºed_Y_Y[a]EXBS}\jV°SE`µXEp³`W`WV$¸cS}\W²E`cSBXE�hw$UWp®¹¼UciE`�¯E[
XEUcZ
VaUWVYwYXE��XBiBX§_YVaUcZ
VaUWVYwYXE�Ucwa_j{EUWVYwx\��WXB¯E`W[B±Y_jiBXB²BSE_YUWVYX�yQ_jS=p³_~­�`WV�±j¹¼VYv�UcZ
·�`WUWVYwa`cSBSB¹¼p,U�Va_j²Ee
XG¸W[B`cSBXE��S}\���`c{¿[B`^\~iBXE¸^\~ÀBXBX½¯E[B_jÀE`�]EZ
[
¹

¯E[B_jwa`W[Be
X�eB[
XEVa`W[
XE�°ed_jSBZxUW_jwByB¯E_YUWed_jiBvae
Z�_j¯E[B`�]}`ciE`cSBXE`u[E\jU	�uXE[d�
¶M·uXBbxU��fX�U�­µXEpQ\j¶M·uXBbxU��$ed_jSBZxUW_jw°_YUcSE_jwx\~SE_°S}\UW[E\~wYSE`cSBXBX�SE_Y[Bp>wa`WeBVa_Y[B_jw�X�y®UciE`�]}_jwx\jVa`ciBvYSE_
y³¸^\~wYXEUcXEV§_YV§UcXEUWVa`Wp®¹ ed_Y_Y[a]EXBS}\jV(¸ UWpIq³VY\jeB­�`�
 �~��
 º�qÂrQ¹I¯E_jiBSE`cSBXE`¯E[B_jwa`W[d�
`Wp®¹Ib½ZxUciE_jwYXB{Gw�Va_Yp%wYX
]}`YyÁe
\je=_jSBXG¯E[
XBwa`�]}`cSB¹ w9S}\jUWVa_~�
·�`c{¿[E\j±Y_YVa`YyÂ]}_YUWVY\jVa_j²BSE_§]EiE�½¸^\je
iE¶o²E`cSBXE�
_h�WXB¯E`W[B±Y_jiBXB²E`WUWed_j{§¯E[
XE[B_W]}`°\jVaVa[E\jeBVa_Y[E\dymSE_�XBb�S}\j[
Z���`cSBXE`¾SE`°_Y±~�
¸^\jVa`ciBvYSE_$�^_jwa_Y[
XEV�_Y±h_YVaUcZ
VaUWVYwYXBX§�WXB¯E`W[B±Y_j´iBXB²BSE_YUWVYX X�p³_~­�`WV§±j¹¼VYv§_Y±jZxUciE_jwYiE`cSE_�SE`cZ~]m\W²BSB¹¼pÅwY¹¼±Y_Y[B_Ypºed_Y_Y[a]EXBS}\jVjq�tu_Y_Y[a]EXBS}\jVY¹

(x, y, z)
w§gWVa_Yp>UWp®¹¼UciE`¯E[B`�]E¯E_j²EVYXEVa`ciBvYSB¹uy
¯E_YUWed_jiBvae
Z�¯E[
XBSE�
VY\j��p³`WVa_W]EXEe
\¾[E\jUc²E`WVa_jwf¯E[
XBwa_W]EXEV°±Y`W¸u]}_j¯E_jiBSBXEVa`ciBvYSB¹Ib�XE¸Wp³`cSE`cSBXB{�e�­�`c´

i}\j`Wp³_Yp®Z$[B`W¸cZjiBvjVY\jVYZxq
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Ì�Ñ³ÉxÌ~â�Ñ½Ì�Å9Ñ.¦�ÎBÇuÌ�Ñ³ÉxÌ~â½Õ�ÍEÝ®ãmÌaËØÍEÒ®Ó³É	¨QÉYÆQÉaÝ®Ë ¨®Æ³â½ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®â
T3
P (xn)

����ÌaÒ³ÍBÆ³ß}ÞdÍEÊKÎBÝGÊKÎBÓ®ÑQÎBÝ®Ú
Ì^×KÉ6¦TË ÓQÎEÌaÈ³ÉaÚmÍEÊ³Ù�Ò³Í6¨³ÓQÎBÞxãf¦uÉaÊKÎBÇuÌ ÉaÖGÒ®Ó³ÍEÊmÉaÓ®Õ®ã�ãmÌYÆQÍEÊ}Ñ®ÖGÕ®Ó®Ñ®ÚmÉaÓ®Ñ®â�Ê§ÚmÍEÈ®Õ�Î
×½ÝQÎ§ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ³É}Ù�Ò³Í�Á
Æ³ã�ÈQÎEÉ6¦TË¾×ÅÑ®ÚmÉaÓQÎ�Ê®Ñ®â(¦TÑCÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®âºÛhãKÎBÝ®Õ�ÎBÓ³É Ì§ÍEÒ®Ó³É	¨QÉYÆQÉaÝ®Ñ³É6¦ÃÑ®Ý®ÚmÉaÓ®ÊKÎ
ÆÂÎz¨QÍEÒ®ãmÌaÚ}Ñ.¦TË¾×ÅÞxÝQÎ�Á
È³ÉaÝ®Ñ®Ö¿Õ�ÍEÝ³ÌaÚEÎBÝ®Ú}Ë

γ
�

Ø�Îº¨³ÑQÎBÐxÓQÎ ¦�¦uÉ°Ò³Í$ÐdÍEÓ®Ñ®ÞdÍEÝ®ÚEÎ
Æ³ß}Ý³ÍEÖ½Í}ÌaÑ�ÍEÚdÆQÍ�Å�ÉaÝQÎ�Õ�Í}ÍEÓ2¨³Ñ®ÝQÎBÚEÎ
Y

¨®Æ³â�ÚmÍEÈ³ÉaÕ9ÝQÎ�ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ³É}Ù
Ê�Õ�ÍEÚmÍEÓ®Ë¾×ÅÒ®Ó³ÍEÊmÍ6¨³Ñ®ÚmÌ~âºÎBÝQÎ
Æ³Ñ®ÞmÙÂÎ Ò³Í�ÊmÉaÓ®Ú}Ñ®Õ�Î
Æ³ß}Ý³ÍEÖºÍ}ÌaÑ¿Ê9ÆQÍEÐaÎBÓ®Ñ.ËÚ¦TÑ®È³ÉxÌaÕ�ÍA¦À¦�ÎEÌ*É�ÚEÎEÔ}É�ÞxÝQÎxÈ³É	Á
Ý®Ñ®â

γ
Ù�ÍEÚ}ÊmÉaÈQÎBÇuÌ�Ñ³É$ÐxÓQÎBÝ®Ñ(ÊQÎ ¦ Ñ®Ý®ÚmÉaÓ®ÊKÎ
ÆQÍEÊ³�K��Æ³â�ÊmÉaÓm×�Ý³ÉaÖ=ÐxÓQÎBÝ®Ñ(Ê®Ë ÚmÍEÈ®Õ®ÑGÒ³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÝ®ËØÈ³ÉaÓ®Ý®Ë�¦°Ù³Î

¨®Æ³â=Ý®Ñ(Å9Ý³ÉaÖ½Ñ ÌxÉaÓ®Ë�¦�Ê®ÊmÉaÚmÍA¦°�.Ø�Î~¨³ÑQÎBÐxÓQÎ ¦�¦uÉ�¦uÍ�Å9Ý³Í�Ê}Ñf¨QÉaÚ}ßE¨³ÊKÎ9Í}ÔEÓQÎBÞdÍEÊKÎBÝ®Ñ®âIÙQÌxÍ}ÍEÚ}ÊmÉaÚmÌaÚ}ÊmÉaÝfÁ
Ý³Í®ÙMÑ®ÞGÈ³ÉaÓ®Ý®Ë¾× Ñ ÌxÉaÓ®Ë¾× ÚmÍEÈ³ÉaÕ¼ÙMÒ®Ó®Ñ®È³É6¦ Í6¨³Ý³ÍCÓQÎEÌaÒ³ÍBÆQÍ�Å�ÉaÝ³ÍÂÊ³ÉYÆ³Ñ®Õ�ÍA¦ Ê}Ë$É ÉGÍ}ÌaÑ¼ÙuÍEÚ}ÊmÉaÈQÎBÇuÌ ÉaÖ
γ = 1

Ù¼Î�¨³Ó®ã�ÐdÍ}É Ý®Ñ(Å�É}�'Ø�Î
Æ³Ñ®È®Ñ³É9Þ
ÎBÞdÍEÓQÎGÕ�ÍEÝ³ÉaÈ®Ý³ÍEÖÇÉ�Ñ®Ó®Ñ®Ý®Ë�Ù¼ÍEÚ�¨QÉYÆ³â�ÇuÌ ÉaÐdÍdÃxÚ}ÑÇ¦TÝ³Í�Å�ÉxÌaÚ}ÊKÎ¿ÍEÚ
Í}ÌaÑ

γ = 1
ÙQÐdÍEÊmÍEÓ®Ñ®Ú=Í�Ò³ÍBÆQÍ�Å9Ñ®ÚmÉYÆ³ß}Ý³ÍA¦ØÓ³ÉaÞxã
Æ³ß
ÚEÎBÚmÉ ÚmÉxÌaÚEÎ��.ÎhÚmÍ}ÔEË Ê}Ë°ÓQÎBÞxÑ®Ú}ßGÓ³ÉaÞxã
Æ³ß
ÚEÎBÚ=Õ�ÍBÆ³Ñ®È³É	Á

ÌaÚ}ÊmÉaÝ®Ý³Í®ÙTÍEÒ®Ó³É	¨QÉYÆ³â®É6¦Ü¦TÑ®Ý®Ñ.¦Tãf¦ñÑH¦�ÎBÕ�ÌaÑ.¦Tãf¦ñÒ³ÍÅÊmÌxÉ6¦ñÍ}ÔEÓQÎEÔ}ÍEÚEÎBÝ®Ý®Ë�¦ ÚmÍEÈ®Õ�Î ¦ñÝQÎ>ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ³É}Ù
ÌxÍ}ÍEÚ}ÊmÉaÚmÌaÚ}ÊmÉaÝ®Ý³Í®Ù(¨®Æ³â½ÊmÉaÓm×�Ý³ÉaÖ¿ÑGÝ®Ñ(Å9Ý³ÉaÖ=ÐxÓQÎBÝ®Ñ(Ê=Ñ®Ý®ÚmÉaÓ®ÊKÎ
ÆÂÎ�Ù®ÑGÝQÎ
×KÍ6¨³Ñ.¦°Ù®È®ÚmÍ Ê}ËfÔ}ÍEÓ=Õ�ÍEÝ³ÌaÚEÎBÝ®Ú}Ë
Ê>Ò®Ó³É	¨QÉYÆÂÎ
×

0.29 < γ2 < 3.39
Í}Ô}ÉxÌaÒ³ÉaÈ®Ñ®ÊKÎEÉaÚCÚ}Ó³ÉxÔEãmÉ6¦Tã�Ç Õ®Ó®Ñ®ÚmÉaÓ®Ñ³É6¦ ÌaÑ®Ú}ãKÎ�Ê®Ñ®Ç ÓQÎEÌaÒ³ÍBÆQÍ�Å�ÉaÝ®Ñ®â

Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ³�
�§Ó®ã�ÐxÑ.¦ Ò³Í6¨³Ú}ÊmÉaÓ+Å9¨QÉaÝ®Ñ³É6¦ ÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ�ÍEÖCÒ®Ó®Ñ®Ó³Í6¨³Ë ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ�ÌYÆ³ãFÅ9Ñ®Ú�ÓQÎEÌaÒ³ÍBÆQÍ�Å�ÉaÝ®Ñ³É

ãmÌaÚmÍEÖ®È®Ñ®Ê}Ë¾×¿Ñ=Ý³ÉaãmÌaÚmÍEÖ®È®Ñ®Ê}Ë¾×_¦TÝ³ÍEÐdÍ}Í}ÔEÓQÎBÞxÑ®Ö>Ê�Í}ÔBÆÂÎEÌaÚ}Ñ¼ÙQÌxÍ6¨QÉaÓ+Å Î�Ì ÉaÖºÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ¼�
��Æ³âCÒ³Í}ÌaÚ}Ó³Í}ÉaÝ®Ñ®âºãmÌaÚmÍEÖ®È®Ñ®Ê}Ë¾×CÑºÝ³ÉaãmÌaÚmÍEÖ®È®Ñ®Ê}Ë¾×Â¦TÝ³ÍEÐdÍ}Í}ÔEÓQÎBÞxÑ®Ö%ÝQÎ�Õ�ÍA¦TÒ®ß}Ç$ÚmÉaÓ³É9Ò³Í}ÌaÚ}ã�ÒQÎEÉ6¦

ÌYÆQÉ	¨³ã�ÇuÌ�Ñ.¦áÍ}ÔEÓQÎBÞdÍA¦°�
¥áÌxÉaÈ³ÉaÝ®Ñ®Ñ=ÛhãKÎBÝ®Õ�ÎBÓ³É$ÊmÍEÞxß2¦uÉ6¦,Ý³ÉaÕ�ÍEÚmÍEÓ®ã�ÇÜÒ®Ó®Ñ®ÝQÎ�¨®ÆQÉ*Å Î�Ì�ã�Ç ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ®ã�ÚmÍEÈ®Õ®ã

x
�+Ø�ÎBÖf¨QÉ6¦

ÉxÉ§Í}ÔEÓQÎBÞ§Ò®Ó®Ñ
N
ÁsÕ®ÓQÎBÚ}Ý³ÍA¦�¨QÉaÖ³ÌaÚ}Ê}Ñ®ÑCÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®âCÛhãKÎBÝ®Õ�ÎBÓ³É

x̄ = TNP (x)
ÙÂÎ9ÚEÎBÕ(Å�É�ÉxÉ�Ò®Ó³Í}Í}ÔEÓQÎBÞ

x̃ = T−NP (x)
�

� Î
ÆQÉxÉ}Ù�Þ
Î�¨ÂÎBÊKÎBâ8¦TÝ³Í�Å�ÉxÌaÚ}ÊmÍ ÝQÎxÈQÎ
Æ³ß}Ý®Ë¾×GãmÌYÆQÍEÊ}Ñ®Ö
ỹ
Ê§Ý³ÉaÕ�ÍEÚmÍEÓ³ÍEÖd¦�Î
ÆQÍEÖ=ÍEÕ®Ó³ÉxÌaÚ}Ý³Í}ÌaÚ}Ñ=ÚmÍEÈ®Õ®Ñ

x̃
Ù®Ê}Ë°È®Ñ³ÌYÆ³â®É6¦

y = TNP (ỹ)
�-Ï�Í}ÍEÚ}ÊmÉaÚmÌaÚ}Ê}ã�ÇuÌ�Ñ³É�ÚmÍEÈ®Õ®ÑÅÝQÎ ÐxÓQÎ Ë�Ñ®Õ�É�Ò®Ó³ÍEÓ®Ñ³ÌxÍEÊ}Ë°ÊKÎBÇ$ÚÆ«-±�Ã2µ6¹9©�Û.´F¯.­

»�© ±9¦TÝ³ÍEÐdÍ}Í}ÔEÓQÎBÞxÑ³É¿ÚmÍEÈ®Õ®Ñ
x
�
àIÎBÚmÉ6¦ñÞ
Î�¨ÂÎEÉ6¦ì¦TÝ³Í�Å�ÉxÌaÚ}ÊmÍ�ÝQÎxÈQÎ
Æ³ß}Ý®Ë¾× ãmÌYÆQÍEÊ}Ñ®Ö

ȳ
ÊºÍEÕ®Ó³ÉxÌaÚ}Ý³Í}ÌaÚ}Ñ

ÚmÍEÈ®Õ®Ñ
x̄
ÑGÊ}Ë°È®Ñ³ÌYÆ³â®É6¦

y = T−NP (ȳ)
�.ÐµÚ}ÑGÚmÍEÈ®Õ®ÑGÝQÎ§ÐxÓQÎ Ë�Ñ®Õ�É$Ò®Ó³ÍEÓ®Ñ³ÌxÍEÊ}Ë°ÊKÎBÇ$Ú�Ã2µ6¹9©�Û.´F¯-»�© ±;¦TÝ³Í�Á

ÐdÍ}Í}ÔEÓQÎBÞxÑ³É�ÚmÍEÈ®Õ®ÑÇÝ��GÈoÍEÈ®Ý³Í}ÌaÚ}ß³ÙoÌ9Õ�ÍEÚmÍEÓ³ÍEÖ%Ò³ÍBÆ³ã�ÈQÎBÇ$ÚmÌ~âºÚmÍEÈ®Õ®Ñ%ÝQÎ8¦TÝ³ÍEÐdÍ}Í}ÔEÓQÎBÞxÑ®â�×IÙoÚmÉ6¦ Æ³ã�È(É É}Ù
È³É6¦ Ô}ÍBÆ³ßAÉ É½È®Ñ³ÌYÆQÍ

N
�TÛhÓQÎBÕ®Ú}Ñ®È³ÉxÌaÕ®Ñ¼Ù�ãFÅ�É½Ò®Ó®Ñ

N = 5
ÍEÝQÎ_¨QÍ}ÌaÚEÎBÚmÍEÈ®ÝQÎ�ÙuÈ®ÚmÍ}ÔEË Ò³ÍEÐxÓ³É*É�Ý³Í}ÌaÚ}ß

Ò®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊEÆQÉaÝ®Ñ®âÆ¦TÝ³ÍEÐdÍ}Í}ÔEÓQÎBÞxÑ®Ö>ÝQÎ�ÐxÓQÎ Ë�Ñ®Õ�É§ÔEË¾ÆÂÎ Ê}Ñ®ÞxãKÎ
Æ³ß}Ý³Í�Ý³ÉaÓQÎBÞaÆ³Ñ®È®Ñ.¦�Î��
Ø�Î�Ó®Ñ³Ì}�~
EÔ ÝQÎ�È³ÉaÓ®Ý³ÍA¦�Ë�ÍEÝ³É$ÌaÊmÉaÚdÆ³Ë�¦ ÚmÍEÝ³ÍA¦,Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÝQÎ ÌxÍ6¨QÉaÓ+Å Î�Ì9ÎBâÅÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ¿Í}ÔBÆÂÎEÌaÚ}ß

D
Ù

Ê�Õ�ÍEÚmÍEÓ³ÍEÖÅÒ®Ó³ÍEÊmÍ6¨³Ñ�ÆQÍ}Ìaß½Ò³Í}ÌaÚ}Ó³Í}ÉaÝ®Ñ³É�¦TÝ³ÍEÐdÍ}Í}ÔEÓQÎBÞxÑ®Ö¼�GÏ�ÉaÓ®Ë�¦ Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÝ>ÌdÎ ¦ ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓÅÊ�ÌxÉaÈ³ÉaÝ®Ñ®Ñ
ÛhãKÎBÝ®Õ�ÎBÓ³É}Ù�Î$È³ÉaÓ®Ý®Ë�¦TÑ9Æ³Ñ®Ý®Ñ®â(¦TÑ�Ò®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊEÆQÉaÝ®ËÃÒ³ÍBÆ³â ÝQÎBÒ®ÓQÎBÊEÆQÉaÝ®Ñ®Ö¼ÙKÍEÚ}ÊmÉaÈQÎBÇuÌ�Ñ³É°ãmÌaÚmÍEÖ®È®Ñ®Ê}Ë�¦�Ñ
Ý³ÉaãmÌaÚmÍEÖ®È®Ñ®Ê}Ë�¦Ç¦TÝ³ÍEÐdÍ}Í}ÔEÓQÎBÞxÑ®â(¦°�+Ø�ÉaãmÌaÚmÍEÖ®È®Ñ®Ê}ËfÉ�¦TÝ³ÍEÐdÍ}Í}ÔEÓQÎBÞxÑ®â�ÓQÎEÌaÒ³ÍBÆÂÎBÐaÎBÇ$ÚmÌ~â�Ê ¨QÍBÆ³ßÚË�Ñ�ÆÂÎ ¦uÉaÝfÁ
ÚmÍEÊºÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ�ÙuÎ=ãmÌaÚmÍEÖ®È®Ñ®Ê}ËfÉkÑ+Ò³ÍEÒ³ÉaÓ³ÉaÕ ÌaÚ}Ó®ã�Õ®Ú}ã�Ó®ËÓË�Ñ�ÆÂÎ ¦uÉaÝ®ÚmÍEÊ³�M��ÎBÕ,Ê}Ñf¨³Ý³ÍÅÑ®Þ�Ó®Ñ³Ìaã�Ý®Õ�Î�Ù
×�ÎBÓQÎBÕ®ÚmÉaÓ Ê}Þ
ÎBÑ.¦TÝ³ÍEÐdÍ%ÓQÎEÌaÒ³ÍBÆQÍ�Å�ÉaÝ®Ñ®â ãmÌaÚmÍEÖ®È®Ñ®Ê}Ë¾×áÑáÝ³ÉaãmÌaÚmÍEÖ®È®Ñ®Ê}Ë¾× ¦TÝ³ÍEÐdÍ}Í}ÔEÓQÎBÞxÑ®Ö Ñ³ÌaÕ�Æ³Ç$ÈQÎEÉaÚ
ÊmÍEÞ�¦uÍ�Å9Ý³Í}ÌaÚ}ßGÌaÑ®Ú}ãKÎ�Ê®Ñ®ÑÅÕ�ÎEÌdÎBÝ®Ñ®âIÙ³Ò³Í Õ®ÓQÎBÖ®Ý³ÉaÖÆ¦uÉaÓ³É}Ù®Ê�Í}ÔBÆÂÎEÌaÚ}Ñ

D
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vTÎEÌaÈ³ÉaÚ}Ë Ò³ÍEÕ�ÎBÞxË°ÊKÎBÇ$ÚBÙBÈ®ÚmÍ�Ò®Ó®Ñ~Ë�Ñ®Õ�ÌaÑ®Ó³ÍEÊKÎBÝ®Ý³ÍA¦>ÒQÎBÓQÎ ¦uÉaÚ}Ó³É
K = 1.9

ÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ�ÎBâ Ò®Ó®ÑfÁ
Ó³Í6¨ÂÎ�×�ÎEÍEÚ}Ñ®È³ÉxÌaÕ�ÍEÐdÍÅÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎGÌxÍx×�ÓQÎBÝ®â®ÉaÚmÌ~âIÙÁÒ³Í½Õ®ÓQÎBÖ®Ý³ÉaÖÂ¦uÉaÓ³É}ÙÂÊk¨³ÑQÎBÒQÎBÞdÍEÝ³É

0.55 < ε < 0.92
Ù

Î9Ò®Ó®ÑÆË�Ñ®Õ�ÌaÑ®Ó³ÍEÊKÎBÝ®Ý³ÍEÖ>ÊmÉYÆ³Ñ®È®Ñ®Ý³É
ε = 0.72

Ñ ÊE¨³ÑQÎBÒQÎBÞdÍEÝ³É
1.83 < K < 2.15

�GÏ�Í}ÍEÚ}ÊmÉaÚmÌaÚ}Ê}ã�ÇuÌ�Ñ³É
Ñ®Ý®ÚmÉaÓ®ÊKÎ
Æ³ËÃÍ}Ô}ÍEÞxÝQÎxÈ³ÉaÝ®ËÃÒ³ÍBÆQÍ}ÌxÍEÖ�ÌxÉaÓ³ÍEÐdÍLÊ®ÊmÉaÚEÎ�ÝQÎ$ÐxÓQÎ Ë�Ñ®Õ�Î
×9Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÚmÉYÆQÉaÖ½à�â�Ò®ã�Ý³ÍEÊKÎhÑ9ÓQÎEÌaÒ³ÍBÆQÍ�Á
Å�ÉaÝ®Ë�ÙBÕ�ÎBÕ�Ê}Ñf¨³Ý³Í$Ñ®ÞµÓ®Ñ³Ìaã�Ý®Õ�Î�ÙBÒ³ÍBÆ³Ý³Í}ÌaÚ}ß}Ç Ê$Í}ÔBÆÂÎEÌaÚ}Ñ¼ÙBÐ�¨QÉ�Í6¨³Ñ®Ý Ñ®ÞµÒ³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÚmÉYÆQÉaÖ9Ò³ÍBÆQÍ�Å9Ñ®ÚmÉYÆ³ß}Ý®Ë°Ö¼�

� ���ÍL6ã=F4W��9¡>£~¤9¡
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Í}ÔEãmÌYÆQÍEÊEÆQÉaÝQÎ�ÝQÎ
Æ³Ñ®È®Ñ³É6¦ ÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ�ÍEÐdÍ¿ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ�ÙÁÍEÚ}ÊmÉaÈQÎBÇuÌ ÉaÐdÍ�ÝQÎ�¨QÌaÚ}Ó³ÍEÖ®Õ�É9ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ
Ú}Ñ®ÒQÎ9Û$Æ³Ë°Õ®Ñ®ÝQÎ��
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� ÎBÕ®Ú}Ñ®È³ÉxÌaÕ®Ñ,Ò®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊEÆQÉaÝ®Ë ¨³ÊmÉ9ÊmÉaÓ³ÌaÑ®ÑÇ¦uÍ6¨QÉYÆ³Ñ¼�/¥ñÒ³ÉaÓ®ÊmÍEÖ%ÊmÉaÓ³ÌaÑ®ÑÂÃxÊmÍBÆ³ÇuÊ®Ñ®â�ÊmÍGÊ}Ó³É6¦uÉaÝ®Ñ
Õ®ãmÌxÍEÈ®Ý³Í�ÁsÝ³ÉaÒ®Ó³ÉaÓ®Ë°Ê}ÝQÎBâÅÑ=ÌxÍ}ÌaÚEÎBÊEÆQÉaÝQÎ Ñ®Þ�È³ÉaÚ}Ë°Ó³ÉY×GÒ³Í}ÌYÆQÉ	¨QÍEÊKÎBÚmÉYÆ³ß}Ý³Í�Ê}Ë°Ò³ÍBÆ³Ý®â®É6¦TË¾×=ÌaÚEÎ�¨³Ñ®Ö¼�³ÛhÓ®Ñ
ÃxÚmÍA¦þÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ³ÉGÛhãKÎBÝ®Õ�ÎBÓ³É}ÙTÍEÒ®Ñ³ÌaË°ÊKÎBÇuÌ ÉxÉ�Ú}ÓQÎBÝ³Ì6Ë�ÍEÓ.¦�Î�Ê®Ñ®Ç ÌxÍ}ÌaÚmÍdâ�Ý®Ñ®â%Þ
ÎGÒ³ÍBÆ³Ý®Ë°Ö,Ò³ÉaÓ®Ñ³Í6¨oÙ
Ò®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊEÆ³â®ÉaÚmÌ~â%ÎBÝQÎ
Æ³Ñ®Ú}Ñ®È³ÉxÌaÕ®ÑCÊ�â�Ê}Ý³ÍEÖiË�ÍEÓ.¦uÉ}Ù³Õ�ÎBÕCÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ³É9Ì6Ë�ÉaÓ®ËþÊGÌxÉxÔdâI�7àIÎ ¦uÉaÝ³ÍEÖ>Ò³É	Á
Ó³É6¦uÉaÝ®Ý®Ë¾×GÍEÝ³Í§Ò®Ó®Ñ®ÊmÍ6¨³Ñ®ÚmÌ~âGÕGÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®ÇñÒ�ÆQÍ}ÌaÕ�Í}ÌaÚ}ÑGÊ ÌxÉxÔdâIÙ®ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓGÕ�ÍEÚmÍEÓ³ÍEÐdÍ�ÓQÎEÌaÒ³ÍBÆÂÎBÐaÎ�Á
ÉaÚmÌ~â�Ê§ÍEÐxÓQÎBÝ®Ñ®È³ÉaÝ®Ý³ÍEÖGÍ}ÔBÆÂÎEÌaÚ}Ñ¼�F¥¾Í�Ê}ÚmÍEÓ³ÍEÖ�ÊmÉaÓ³ÌaÑ®Ñ�¦uÍ6¨QÉYÆ³ß9¦uÍ6¨³Ñ.Ë�Ñ(Ê®Ñ®Ó³ÍEÊKÎBÝQÎ�ÚEÎBÕ¼ÙmÈ®ÚmÍL¨³Ñ®ÝQÎ ¦TÑ®Õ�Î
ÍEÒ®Ñ³ÌaË°ÊKÎEÉaÚmÌ~â�ÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦uÍEÖ§¨³Ñ.ËÚË�ÉaÓ³ÉaÝ(Ê®ÑQÎ
Æ³ß}Ý®Ë¾×>ã�ÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ®Ö�Ì�Õ�Í Ã�ËÚË�Ñ(Ê®Ñ³ÉaÝ®ÚEÎ ¦TÑ¼ÙIÐ~ÆÂÎ�¨³Ñ.¦ØÍ}ÔEÓQÎBÞdÍA¦
Þ
ÎBÊ}Ñ³Ì~âfÌ�Ñ.¦TÑGÍEÚ�Ê}Ó³É6¦uÉaÝ®Ñ½Ñ�Õ�Í}ÍEÓ2¨³Ñ®ÝQÎBÚ}Ý®Ë¾×½Ò³ÉaÓ³É6¦uÉaÝ®Ý®Ë¾×I�+ÈoÍ§Í}Ô}ÌaÚmÍdâ�ÚmÉYÆ³ßmÌaÚ}ÊmÍ®Ù�È®ÚmÍ�¦uÍ6¨³Ñ.Ë�Ñ®Õ�Î�Ê®Ñ®â
Ý³É�Ò®Ó®Ñ®ÊmÍ6¨³Ñ®ÚCÕ%Ñ®Þ�¦uÉaÝ³ÉaÝ®Ñ®Ç ãmÌaÚ}Ó³ÍEÖ³ÌaÚ}ÊKÎ¿×�ÎEÍEÚ}Ñ®È³ÉxÌaÕ�ÍEÐdÍ�ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ�ÙTÍ}ÔEãmÌYÆQÍEÊEÆQÉaÝ³ÍºÌaÚ}Ó®ã�Õ®Ú}ã�Ó®Ý³ÍEÖ
ãmÌaÚmÍEÖ®È®Ñ®ÊmÍ}ÌaÚ}ß}Ç ÙQÒ®Ó®Ñ³ÌaãFÌ ÉaÖ>ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ®ãGÊ�ÌaÑ�Æ³ãGÉaÐdÍ9ÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ�ÍEÖ>Ò®Ó®Ñ®Ó³Í6¨³Ë��
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¥áÍEÚdÆ³Ñ®È®Ñ³ÉhÍEÚ�ÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦°Ù�Í}Ô}ÌaãFÅ9¨ÂÎEÉ6¦TË¾×�Ê§ÓQÎEÔ}ÍEÚEÎ
×Í?>ÍEÓQÎ
ÆQÉxÌdÎk¼ Ô��	¿ÁÑÍü¾ÉYÆ³Ë¾×�Ì�ÌxÍmÎBÊ}ÚmÍEÓQÎ ¦TÑ§¼ ÔAÔ�¿�Ù
Ò®Ó³É	¨®ÆQÍ�Å�ÉaÝ®ÝQÎBâºÞ*¨QÉxÌaßGÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦�Î½Ì�ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ³ÍA¦ÃÚ}Ñ®ÒQÎ�Û$Æ³Ë°Õ®Ñ®ÝQÎ½ÍEÚ}Ý³Í}ÌaÑ®ÚmÌ~â>Õ>Õ�ÆÂÎEÌxÌaã¿Ý³ÉdÎBÊ}ÚmÍEÝ³ÍA¦/Á
Ý®Ë¾×I�³ÛhÓ®Ñ_ÃxÚmÍA¦ Ý®ãFÅ9Ý³Í�ÍEÐdÍEÊmÍEÓ®Ñ®Ú}ßmÌ~âIÙQÈ®ÚmÍ�Ê9ã�Ò³ÍA¦Tâ�Ý®ã�Ú}Ë¾×=ÓQÎEÔ}ÍEÚEÎ
×¿Ñ³ÌxÌYÆQÉ	¨QÍEÊKÎBÝ®Ñ³É§Ý³É�ÔEË¾ÆQÍE¨QÍEÊmÉ	Á
¨QÉaÝ³Íz¨QÍ9Õ�ÍEÝ®Õ®Ó³ÉaÚ}Ý³ÍEÖ§Ë�ÍEÓ.¦Tã
Æ³Ñ®Ó³ÍEÊ}Õ®Ñ_¨³Ñ.ËÚË�ÉaÓ³ÉaÝ(Ê®ÑQÎ
Æ³ß}Ý®Ë¾×Åã�ÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ®ÖÅÑÅÕ�ÍA¦TÒ®ß}Ç$ÚmÉaÓ®Ý³ÍEÐdÍ8¦uÍ6¨QÉ	Á
Æ³Ñ®Ó³ÍEÊKÎBÝ®Ñ®â½¨³Ñ®ÝQÎ ¦TÑ®Õ®Ñ¼�

¥ ÍEÚdÆ³Ñ®È®Ñ³É$ÍEÚ�ÓQÎEÔ}ÍEÚ}Ë¥>�ÎBÝ®ÚEÎE¼ ÔAr�¿�Ù}Ð�¨QÉfÕ�ÍEÝ³ÌaÚ}Ó®ã�Õ(Ê®Ñ®â�Ý³ÉdÎBÊ}ÚmÍEÝ³ÍA¦TÝ³ÍEÖk¨³Ñ®ÝQÎ ¦TÑ®È³ÉxÌaÕ�ÍEÖGÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦TË
Ì�ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ³ÍA¦ Û$Æ³Ë°Õ®Ñ®ÝQÎ=Ñ³ÌaÒ³ÍBÆ³ß}ÞxãmÉaÚ>ÓQÎBÞaÆ³Ñ®È®Ý®ËfÉ�¦�ÎBÚmÉ6¦�ÎBÚ}Ñ®È³ÉxÌaÕ®Ñ³ÉGÌxÍ}ÍEÚ}Ý³Í É ÉaÝ®Ñ®â%Ê¿Þ
ÎBÊ}Ñ³ÌaÑ.¦uÍ�Á
ÌaÚ}ÑÜÍEÚáÍ}ÔBÆÂÎEÌaÚ}Ñ�Ë§ÎBÞdÍEÊmÍEÐdÍ Ò®Ó³Í}ÌaÚ}ÓQÎBÝ³ÌaÚ}ÊKÎ ÑÜÌxÍ6¨QÉaÓ+Å9Ñ®Ú ¦TÝ³Í�Å�ÉxÌaÚ}ÊmÍ ÌaÐ~ÆÂÎ�Å9Ñ®ÊKÎBÇuÌ�Ñ�×�Ë�ã�Ý®Õ(Ê®Ñ®Ö¼Ù
Ò®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊEÆQÉaÝ®ÝQÎBâáÞ*¨QÉxÌaßºÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦�Î>Þ
Î�¨ÂÎEÉaÚmÌ~â Õ�ÍA¦TÒQÎBÕ®Ú}Ý³ÍºÞ
ÎBÒ®Ñ³ÌdÎBÝ®Ý³ÍEÖ ÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦uÍEÖ�¨³Ñ.ËÚË�ÉaÓ³ÉaÝ(Ê®ÑQÎ
Æ³ß Á
Ý®Ë¾×Åã�ÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ®Ö¼�ÁÛ�ÍkÃxÚmÍEÖ>Ò®Ó®Ñ®È®Ñ®Ý³É}ÙÂÕ�ÎBÕ§¦uÍ�Å9Ý³Í½Ò³ÍBÆÂÎBÐaÎBÚ}ß³ÙIÍEÝQÎ�Ñ.¦uÉxÉaÚ½Ò³ÉaÓ³ÌaÒ³ÉaÕ®Ú}Ñ®Ê}ãÅÒ³Í}ÌYÆ³ãFÅ9Ñ®Ú}ß
Í}ÌaÝ³ÍEÊmÍEÖd¨®Æ³âGÓQÎBÞxÓQÎEÔ}ÍEÚ}Õ®Ñ>Ó³ÉdÎ
Æ³ß}Ý®Ë¾×¿ÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦ Ñ¿ãmÌaÚ}Ó³ÍEÖ³ÌaÚ}Ê³�

ÏµÑ³ÌaÚmÉ6¦TË Ì¿ÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ®Ñ.¦�×�ÎEÍ}ÌxÍA¦ ¦uÍEÐxã�Ú,ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÚ}ßmÌ~âÃÑ®Ý®ÚmÉaÓ³ÉxÌaÝ®Ë�¦TÑ ¨®Æ³â Ò®Ó®Ñ�ÆQÍ�Å�ÉaÝ®Ñ®Ö¼Ù
Ê9Í}ÌxÍ}Ô}ÉaÝ®Ý³Í}ÌaÚ}Ñ¿ÔBÆÂÎBÐdÍ6¨ÂÎBÓKâ=Ò®Ó®Ñ³ÌaãFÌ É6¦Tã�Ñ.¦ ÌaÊmÍEÖ³ÌaÚ}Ê}ã�ÐxÓ®ã�Ô}Í}ÌaÚ}Ñ¼Ù�Ñ�Æ³Ñ=ÌaÚ}Ó®ã�Õ®Ú}ã�Ó®Ý³ÍEÖGãmÌaÚmÍEÖ®È®Ñ®ÊmÍ}ÌaÚ}Ñ¼Ù
È®ÚmÍ=ÔEã�¨QÉaÚÅÍEÞxÝQÎxÈQÎBÚ}ß¿Ý³ÉaÈ®ã�ÊmÌaÚ}Ê}Ñ®ÚmÉYÆ³ß}Ý³Í}ÌaÚ}ß>ãmÌaÚ}Ó³ÍEÖ³ÌaÚ}Ê¿ÕºÊKÎBÓ®ÑQÎ�Ê®Ñ®Ñ�ÒQÎBÓQÎ ¦uÉaÚ}Ó³ÍEÊ³ÙI×�ÎBÓQÎBÕ®ÚmÉaÓ®Ñ³ÌaÚ}Ñ®Õ
ÌxÍ}ÌaÚEÎBÊ}Ý®Ë¾×dÃaÆQÉ6¦uÉaÝ®ÚmÍEÊ³Ù³ÚmÉY×�Ý®Ñ®È³ÉxÌaÕ®Ñ.¦ ËhÆ³ã�Õ®Ú}ãKÎ�Ê®Ñ®â(¦ Ñ½É�ãf¦�Î ¦ Ñ=ÚB�WÒ¼�

Û�Ídâ�ÊEÆQÉaÝ®Ñ³É�Õ�ÍEÝ®Õ®Ó³ÉaÚ}Ý®Ë¾×GÒ®Ó®Ñ.¦uÉaÓ³ÍEÊ�ÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦ Ì�ÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ®Ñ.¦TÑCÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ ¦TÑ½¨QÉYÆÂÎEÉaÚ9Ê³É	Á
ÆQÉxÌxÍ}Í}ÔEÓQÎBÞxÝ®Ë�¦,Ò®Ó®Ñ®ÊEÆQÉaÈ³ÉaÝ®Ñ³ÉfÕ�Ñ�×9Ñ³ÌxÌYÆQÉ	¨QÍEÊKÎBÝ®Ñ®ÇÜÝQÎBÕ�ÍEÒ�ÆQÉaÝ®Ý³ÍEÐdÍ�Ê�ÌxÍEÊ}Ó³É6¦uÉaÝ®Ý³ÍEÖ½Ý³ÉYÆ³Ñ®Ý³ÉaÖ®Ý³ÍEÖk¨³ÑfÁ
ÝQÎ ¦TÑ®Õ�É¿ÎBÓ³ÌxÉaÝQÎ
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ÚEÎBÕGÑ½Ê�Ò�ÆÂÎBÝ³É$Ñ³ÌaÒ³ÍBÆ³ß}ÞdÍEÊKÎBÝ®Ñ®â½ÃxÚ}Ñ�×�Õ�ÍEÝ(Ê³ÉaÒ(Ê®Ñ®Ö=Ê�Ò®Ó®Ñ�ÆQÍ�Å�ÉaÝ®Ñ®â�×I�.¥áÝQÎEÌaÚmÍdâfÌ ÉaÖGÓQÎEÔ}ÍEÚmÉ$Ò®Ó®Ñ®ÊmÉ	¨QÉ	Á
Ý®Ë ÚEÎBÕ®Ñ³ÉhÓ³ÉaÞxã
Æ³ß
ÚEÎBÚ}ËØÕ�ÍA¦TÒ®ß}Ç$ÚmÉaÓ®Ý³ÍEÐdÍ9Ñ³ÌxÌYÆQÉ	¨QÍEÊKÎBÝ®Ñ®âIÙ®Õ�ÎBÕGÒ³ÍEÓ®Ú}Ó³ÉaÚ}ËþÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ³ÍEÊ³Ù�Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÚmÉYÆ³Ñ
à�â�Ò®ã�Ý³ÍEÊKÎ�ÙoÍ Ê³ÉaÝ®Õ®Ñ%ÓQÎBÞ�¦uÉaÓ®Ý³Í}ÌaÚ}Ñ¼ÙoÕ�ÍEÝ.Ë�Ñ®Ðxã�ÓQÎ�Ê®Ñ®â�ãmÌaÚmÍEÖ®È®Ñ®Ê}Ë¾×�Ñ�Ý³ÉaãmÌaÚmÍEÖ®È®Ñ®Ê}Ë¾×Ç¦TÝ³ÍEÐdÍ}Í}ÔEÓQÎBÞxÑ®Ö
Ê�ÌxÉaÈ³ÉaÝ®Ñ®ÑÅÛhãKÎBÝ®Õ�ÎBÓ³É�Ê Í}ÔBÆÂÎEÌaÚ}Ñ¿ÝQÎ Ò�ÆQÍ}ÌaÕ�Í}ÌaÚ}Ñ¼ÙÂÌxÍ6¨QÉaÓ+Å Î�Ì ÉaÖºÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ¼�

üµÆÂÎBÐdÍ6¨ÂÎBÓKâÅÚmÍA¦TãmÙ³È®ÚmÍ�Ò®Ó³É	¨®ÆQÍ�Å�ÉaÝ®ÝQÎBâCÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦�Î9Ñ.¦uÉxÉaÚ�¦TÑ®Ý®Ñ.¦�Î
Æ³ß}Ý®ã�Ç ÓQÎBÞ�¦uÉaÓ®Ý³Í}ÌaÚ}ß8Ë§ÎBÞdÍEÊmÍ�Á
ÐdÍ$Ò®Ó³Í}ÌaÚ}ÓQÎBÝ³ÌaÚ}ÊKÎ�Ù}Ú}Ó³ÉxÔEãmÉ6¦Tã�Ç ¨®Æ³â ÌaãFÌ ÉxÌaÚ}ÊmÍEÊKÎBÝ®Ñ®â ÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ�ÍEÐdÍ�ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓQÎ�ÙmÉxÉ�È®Ñ³ÌYÆQÉaÝ®Ý³Í}É
Ñ³ÌxÌYÆQÉ	¨QÍEÊKÎBÝ®Ñ³É�Ñ¼Ù�Ê ÈQÎEÌaÚ}Ý³Í}ÌaÚ}Ñ¼Ù®Ò®Ó³ÍEÊmÉaÓ®Õ�Î�Õ®Ó®Ñ®ÚmÉaÓ®Ñ®âGÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È®Ý³Í}ÌaÚ}Ñ¼ÙQÍEÕ�ÎBÞxË°ÊKÎEÉaÚmÌ~âÅÌaãFÌ ÉxÌaÚ}ÊmÉaÝfÁ
Ý³Í�Ò®Ó³Í Ì ÉhÊ9ÌaÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ®Ñ¿Ì$ÓQÎEÔ}ÍEÚEÎ ¦TÑ¼Ù®Ð�¨QÉhÓQÎEÌxÌ6¦�ÎBÚ}Ó®Ñ®ÊKÎ
Æ³Ñ³Ìaß�¦uÍ6¨QÉYÆ³Ñ¿Ì�ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ³ÍA¦ Ï;¦uÉaÖ�ÆÂÎ�¾F¥�ÑfÁ
Æ³ß}â(¦uÌdÎi¼ �}�,¾Â��ã�¿��GØ�ÉaÕ�ÍEÚmÍEÓ®ËfÉz¦uÉaÚmÍ6¨³Ñ®È³ÉxÌaÕ®Ñ³É9Ò®Ó®Ñ³É6¦TË�ÙÁÊGÈQÎEÌaÚ}Ý³Í}ÌaÚ}Ñ¼ÙIÊmÉaÓ³ÌaÑ®â>Õ®Ó®Ñ®ÚmÉaÓ®Ñ®âCÕ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊÅÌ
ÍEÒ®Ó³É	¨QÉYÆQÉaÝ®Ñ³É6¦ÖÉ�Ñ®Ó®Ñ®Ý®Ë Ø
Þ
ÎBÞdÍEÓQÎ-ÙBÙÁÍEÚ}ÊmÉaÈQÎBÇuÌ ÉaÐdÍ�ÓQÎBÞxÓ³É*É ÉaÝ®Ý®Ë�¦ÃÊmÉYÆ³Ñ®È®Ñ®ÝQÎ ¦ÃÕ�ÍEÝ³ÌaÚEÎBÝ®Ú}Ë ÓQÎEÌ*É�ÑfÁ
Ó³ÉaÝ®Ñ®â�Õ Ì�Å ÎBÚ}Ñ®â-×�Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ³Ù7¦uÍEÐxã�Ú½ÔEË°Ú}ß½Ò³ÍBÆQÉaÞxÝ®Ë�¦TÑºÒ®Ó®ÑÅÒ®Ó³ÍEÊmÉ	¨QÉaÝ®Ñ®ÑºÒ³Í6¨QÍ}ÔEÝ®Ë¾×ÅÓQÎEÌaÈ³ÉaÚmÍEÊGÑd¨®Æ³â
¨³Ó®ã�ÐxÑ�×¿ÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦°�

Û�Í}ÌaÕ�ÍBÆ³ß}Õ®ãÅÊ�Þ
ÎBÊ}Ñ³ÌaÑ.¦uÍ}ÌaÚ}ÑºÍEÚ�Ê}ËfÔ}ÍEÓQÎ�ÒQÎBÓQÎ ¦uÉaÚ}Ó³ÍEÊGÒ®Ó³É	¨®ÆQÍ�Å�ÉaÝ®ÝQÎBâºÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦�Îk¦uÍ�Å�ÉaÚ�¨QÉ6¦uÍEÝfÁ
ÌaÚ}Ó®Ñ®Ó³ÍEÊKÎBÚ}ß=Õ�ÎBÕ>ÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ®Ñ®Ö¼ÙIÚEÎBÕ>Ñ>Ý³ÉaÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ®Ñ®ÖC×�ÎEÍ}Ì}ÙIÎ9ÚEÎBÕ(Å�É�Ó³ÉaÐxã
Æ³â�Ó®Ý®ã�Ç Õ Ò³É	Á
Ó®Ñ³Í6¨³Ñ®È³ÉxÌaÕ®ã�ÇÚ×;¨³Ñ®ÝQÎ ¦TÑ®Õ®ãmÙQÍEÝQÎ9¦uÍ�Å�ÉaÚ½ÌYÆ³ãFÅ9Ñ®Ú}ß�Ò³Í6¨®×KÍ6¨³âfÌ�Ñ.¦ Í}Ô*½¼ÉaÕ®ÚmÍA¦Þ¨®Æ³âGÑ®Þxã�È³ÉaÝ®Ñ®âGÒ®Ó®Ñ®Ý(Ê®ÑfÁ
Ò®ÑQÎ
Æ³ß}Ý³ÍGÊKÎ�Å9Ý³ÍEÐdÍ½Ñ>Ñ®Ý®ÚmÉaÓ³ÉxÌaÝ³ÍEÐdÍ=ÊmÍEÒ®Ó³Í}ÌdÎ½Í½Ì*Ê³ÉaÝQÎBÓ®Ñ®â�×>ÊmÍEÞxÝ®Ñ®Õ®Ý³ÍEÊmÉaÝ®Ñ®âºÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ�ÍEÐdÍG×�Î�Á
Í}ÌdÎdÕ Ì6¦°� Ù®Ê�ÈQÎEÌaÚ}Ý³Í}ÌaÚ}Ñ¼Ù'¼ Ô}
�Ù-rAÎ�¿�×Y�7ÐµÚEÎ Ò®Ó³Í}ÔBÆQÉ6¦�Î�ÌaãFÌ ÉxÌaÚ}ÊmÉaÝ®Ý³Í�ÌYÆQÍ�Å9Ý³ÉxÉ}Ù³È³É6¦ ÎBÝQÎ
Æ³Ñ®Þ�ÌxÍ}Ô}ÌaÚ}ÊmÉaÝ®Ý³Í
ÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ®Ñ�× ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ³ÍEÊ³ÙMÒ³Í}ÌaÕ�ÍBÆ³ß}Õ®ã�Ò³Í6¨³ÓQÎBÞxãf¦uÉaÊKÎEÉaÚCÊ}Ë�¨QÉYÆQÉaÝ®Ñ³É�Ñ%Ñ®Þxã�È³ÉaÝ®Ñ³É�Ò³ÍEÐxÓQÎBÝ®Ñ®ÈfÁ
Ý®Ë¾×�ÌaÑ®Ú}ãKÎ�Ê®Ñ®Ö¼Ùm×�ÎBÓQÎBÕ®ÚmÉaÓ®Ñ®ÞxãmÉ6¦TË¾×�ÚmÍEÖ�Ñ�Æ³Ñ�Ñ®Ý³ÍEÖ½ÌaÚmÉaÒ³ÉaÝ®ß}ÇØÝ³ÉaÐxÓ®ã�Ô}Í}ÌaÚ}Ñ¼�}� ÎBÝ®Ý®Ë°Ö½Õ®Ó®ã�ÐfÊmÍEÒ®Ó³Í}ÌxÍEÊ
¦�Î
ÆQÍ>Ñ®Þxã�È³ÉaÝ¼ÙMÈ®ÚmÍ>ÍEÚ}ÈQÎEÌaÚ}Ñ Í}Ô*½Iâ®ÌaÝ®â®ÉaÚmÌ~âIÙTÒ³Í�ÁsÊ}Ñf¨³Ñ.¦uÍA¦TãmÙ�ÍEÚmÌaã�ÚmÌaÚ}Ê}Ñ³É6¦B¨QÍ>Ò³Í}ÌYÆQÉ	¨³Ý³ÉaÐdÍ>Ê}Ó³É6¦uÉaÝ®Ñ
Õ�ÍEÝ®Õ®Ó³ÉaÚ}Ý®Ë¾×ÅÒ®Ó®Ñ.¦uÉaÓ³ÍEÊ�ÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦°Ù³Ð�¨QÉ�Ó³ÉdÎ
Æ³Ñ®ÞdÍEÊKÎ
ÆQÌ~â>ÔEËØÚEÎBÕ�ÍEÖ>Ò³ÉaÓ³ÉY×KÍ6¨o�

vTÎEÔ}ÍEÚEÎ�Ê}Ë°Ò³ÍBÆ³Ý³ÉaÝQÎ9Ò®Ó®Ñ¿Ò³Í6¨(¨QÉaÓ+Å9Õ�É§ÐxÓQÎBÝ®ÚEÎ(v����K� ÎAÙ�Á#ÎAÔ�Áj��ÙAÙ��d
��

� Y~¤=F4D�� ¡>£~¤9¡

��Æ³â¿ÍEÒ®Ó³É	¨QÉYÆQÉaÝ®Ý³ÍEÐdÍ½ÝQÎ~¨³Ê}ãf¦uÉaÓ®Ý³ÍEÖ>Ì6Ë�ÉaÓ³É�ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®â
x̄ = T(x)

Ù
x, x̄ ∈ S2 ÓQÎEÌxÌ6¦uÍEÚ}Ó®Ñ.¦ÌaÝQÎxÈQÎ
ÆÂÎ9Ò®Ó³Í Ê³É	¨³ã�Ó®ãGÒ®Ó³ÍEÊmÉaÓ®Õ®ÑÅãmÌYÆQÍEÊ}Ñ®Öd¨®Æ³âGÓQÎEÌ*É�Ñ®ÓKâ�ÇuÌ�Ñ�×KÌ~â¿Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ³�
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ÛhãmÌaÚ}ß
a1
Ù
a2

ÑÄ¨³ÊKÎhÍEÓ®ÚmÍEÐdÍEÝQÎ
Æ³ß}Ý®Ë¾×9¨³Ó®ã�Ð�¨³Ó®ã�Ðxã É	¨³Ñ®Ý®Ñ®È®Ý®Ë¾× ÊmÉaÕ®ÚmÍEÓQÎhÕ�ÎEÌdÎBÚmÉYÆ³ß}Ý®Ë¾×�Õ�Ì6Ë�ÉaÓ³É
Ê�ÚmÍEÈ®Õ�É~Ý��QÛhÓ³ÍEÑ®ÞxÊmÍBÆ³ß}Ý®Ë°ÖCÊmÉaÕ®ÚmÍEÓCÑ®Ý.Ë�Ñ®Ý®Ñ®ÚmÉaÞxÑ.¦�Î
Æ³ß}Ý³ÍEÐdÍ½ÊmÍEÞ�¦TãFÌ ÉaÝ®Ñ®âÅÒ®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊEÆ³â®ÉaÚmÌ~âCÆ³Ñ®Ý³ÉaÖfÁ
Ý³ÍEÖ�Õ�ÍA¦uÔEÑ®ÝQÎ�Ê®Ñ³ÉaÖ

u = c1a1+c2a2
ÙdÒ®Ó®Ñ®È³É6¦ ‖u‖2 = c21+c22

�
ÛhãmÌaÚ}ßhÒ®Ó®Ñ�¨QÉaÖ³ÌaÚ}Ê}Ñ®Ñ ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®â9ÍEÝ
Ú}ÓQÎBÝ³Ì6Ë�ÍEÓ.¦TÑ®Ó®ãmÉaÚmÌ~â>Ê�ÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ

ū = {ūx, ūy, ūz}
�.¥�Ë°È®Ñ³ÌYÆ³â�âÅÈQÎEÌaÚ}Ý®ËfÉ�Ò®Ó³ÍEÑ®ÞxÊmÍ6¨³Ý®ËfÉ ÍEÚ�Ú}Ó³ÉY×¿Õ�ÍA¦/Á

Ò³ÍEÝ³ÉaÝ®Ú�Ó³ÉaÞxã
Æ³ß
Ú}Ñ®Ó®ã�ÇuÌ ÉaÐdÍ�ÊmÉaÕ®ÚmÍEÓQÎ$Ò³Í$Õ�Í Ã�ËÚË�Ñ(Ê®Ñ³ÉaÝ®ÚEÎ ¦
c1
Ñ
c2
ÙEÍEÒ®Ó³É	¨QÉYÆ³Ñ.¦Â¦�ÎBÚ}Ó®Ñ(Ê®ã

V
ÓQÎBÞ�¦uÉaÓQÎ

r × Ô�Ù®ÚEÎBÕ¿È®ÚmÍ 


ūx
ūy
ūz


 =




V11

V21

V31

V12

V22

V32



(
c1
c2

)
= Vc.

ÕW��ã2×

Ø�ÍEÓ.¦TãGÊmÉaÕ®ÚmÍEÓQÎ
ū
Ò®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊ}Ñ.¦áÕ�ÎBÕ

‖ū‖2 = cTVTVc,
ÕW�d
2×

Ð�¨QÉ�ÊmÉaÓm×�Ý®Ñ®ÖCÑ®Ýf¨QÉaÕ�Ì��ñÍEÞxÝQÎxÈQÎEÉaÚGÚ}ÓQÎBÝ³ÌaÒ³ÍEÝ®Ñ®Ó³ÍEÊKÎBÝ®Ñ³É}�¼��ÍEÝ®ãmÌ§ÓQÎEÌaÚ
â�ÐxÑ®ÊKÎBÇuÌ�Ñ�×KÌ~âºÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ³ÍEÊ=Ì�ÒQÎ�Á
ÓQÎ ¦uÉaÚ}Ó³ÍA¦ÃÓQÎEÌaÚ
âfÅ�ÉaÝ®Ñ®â

γ > 1
ÍEÒ®Ó³É	¨QÉYÆ³Ñ.¦ÃÕ�ÎBÕi¦TÝ³Í�Å�ÉxÌaÚ}ÊmÍGÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ³ÍEÊ

c = {c1, c2}
Ù³ã�¨QÍEÊEÆQÉaÚ}ÊmÍEÓKâFÁ

ÇuÌ�Ñ�×GÝ³ÉaÓQÎBÊmÉaÝ³ÌaÚ}Ê}ã
cTVTVc > γ2cTc.

Õ&ÔAÎ2×
vTÎEÌxÌ6¦uÍEÚ}Ó®Ñ.¦þÚmÉaÒ³ÉaÓ®ßÅÍ}ÔEÓQÎBÚ}Ý³Í}É�ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ³É

x̃ = T−1(x)
Ù
x, x̃ ∈ S2 �ÁÛhãmÌaÚ}ß¿Ò®Ó®Ñ%ÉaÐdÍ�¨QÉaÖfÁ

ÌaÚ}Ê}Ñ®Ñ½ÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ�Ñ®Ý.Ë�Ñ®Ý®Ñ®ÚmÉaÞxÑ.¦�Î
Æ³ß}Ý³ÍEÐdÍ�ÊmÍEÞ�¦TãFÌ ÉaÝ®Ñ®â
u = c1a1 + c2a2

Ú}ÓQÎBÝ³Ì6Ë�ÍEÓ.¦TÑ®Ó®ãmÉaÚmÌ~â½Ê§ÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ
ũ = {ũx, ũy, ũz}

�f¥�Ë°È®Ñ³ÌYÆ³â�âGÈQÎEÌaÚ}Ý®ËfÉhÒ®Ó³ÍEÑ®ÞxÊmÍ6¨³Ý®ËfÉ§ÍEÚ Ú}Ó³ÉY×½Õ�ÍA¦TÒ³ÍEÝ³ÉaÝ®Ú�ÊmÉaÕ®ÚmÍEÓQÎ�Ò³Í�Õ�Í Ã�ËÚË�Ñ(Ê®ÑfÁ
ÉaÝ®ÚEÎ ¦

c1
Ñ
c2
ÙxÝQÎBÖf¨QÉ6¦_r × Ô�Ág¦�ÎBÚ}Ó®Ñ(Ê®ã U

��Ø�ÍEÓ.¦TãhÊmÉaÕ®ÚmÍEÓQÎ°ÊmÍEÞ�¦TãFÌ ÉaÝ®Ñ®âIÙdÒ³ÍBÆ³ã�È³ÉaÝ®Ý³ÍEÐdÍfÊ°Ó³ÉaÞxã
Æ³ß
ÚEÎBÚmÉ
Í}ÔEÓQÎBÚ}Ý³ÍEÐdÍ�Ò®Ó³ÉxÍ}ÔEÓQÎBÞdÍEÊKÎBÝ®Ñ®âIÙQÒ®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊ}Ñ.¦ Õ�ÎBÕ

‖ũ‖2 = cTUTUc.
Õ&Ô���×

ÐµÚmÍEÚ�ÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ9Ò®Ó®Ñ®ÝQÎ�¨®ÆQÉ*Å9Ñ®Ú�Õ�ÍEÝ®ãmÌaã�ÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ³ÍEÊ³Ù}ÓQÎEÌaÚ
â�ÐxÑ®ÊKÎBÇuÌ�Ñ�×KÌ~â9ÊhÒ®ÓKâ(¦uÍA¦CÊ}Ó³É6¦uÉaÝ®Ñ�Ò®Ó®Ñ9ÌaÚEÎBÓ®ÚmÉ
Ñ®Þ�ÚmÍEÈ®Õ®Ñ

x̃
Ù®ÉxÌYÆ³ÑÅÌaÒ®ÓQÎBÊmÉ	¨®Æ³Ñ®ÊmÍ�Ý³ÉaÓQÎBÊmÉaÝ³ÌaÚ}ÊmÍ

γ2cTUTUc 6 cTc.
Õ&ÔAÔ2×

��ÌYÆQÍEÊ}Ñ³É}ÙuÒ³Í6¨®ÆQÉ*Å Î�Ì ÉxÉ=Ò®Ó³ÍEÊmÉaÓ®Õ�É}Ù�ÌxÍ}ÌaÚmÍEÑ®ÚºÊCÚmÍA¦°ÙTÈ®ÚmÍ§¦TÝ³Í�Å�ÉxÌaÚ}ÊmÍºÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ³ÍEÊ
c = {c1, c2}

Ù
ã�¨QÍEÊEÆQÉaÚ}ÊmÍEÓKâ�ÇuÌ�Ñ�×CÝ³ÉaÓQÎBÊmÉaÝ³ÌaÚ}Ê}ãÞÕ&ÔAÔ2×YÙ-¨QÍBÆ.Å9Ý³Í½Ò®Ó®Ñ®ÝQÎ�¨®ÆQÉ*Å ÎBÚ}ß_¦TÝ³Í�Å�ÉxÌaÚ}Ê}ãmÙ¼ÍEÒ®Ó³É	¨QÉYÆ³â®É6¦uÍA¦TãCÌxÍ�Á
ÍEÚ}Ý³Í É ÉaÝ®Ñ³É6¦ÄÕ&ÔAÎ2×Y�

¥ Õ�ÎxÈ³ÉxÌaÚ}ÊmÉhÔmÎBÞxÑ³ÌaÝ®Ë¾×�ÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ³ÍEÊ
a1, a2

¦TËáÊ}Ò®ÓQÎBÊmÉ�Ê}ËfÔEÓQÎBÚ}ß�ÌxÍ}Ô}ÌaÚ}ÊmÉaÝ®Ý®ËfÉ$ÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ®ËÃÌaÑ.¦�¦uÉaÚ Á
Ó®Ñ®È®Ý³ÍEÖ ¦�ÎBÚ}Ó®Ñ(Ê®Ë

VTV
Ù�ÌaÈ®Ñ®ÚEÎBâIÙ�È®ÚmÍ�ÌxÍ}ÍEÚ}ÊmÉaÚmÌaÚ}Ê}ã�ÇuÌ�Ñ³ÉÅÊmÉ*Ì ÉxÌaÚ}ÊmÉaÝ®Ý®ËfÉ¿Ò³ÍBÆQÍ�Å9Ñ®ÚmÉYÆ³ß}Ý®ËfÉCÌxÍ}Ô�Á

ÌaÚ}ÊmÉaÝ®Ý®ËfÉ°È®Ñ³ÌYÆÂÎ$ã�¨QÍEÊEÆQÉaÚ}ÊmÍEÓKâ�Ç$Ú�Ý³ÉaÓQÎBÊmÉaÝ³ÌaÚ}Ê}ã
µ1 > µ2

�E�hÓ³ÍA¦uÉ¾ÚmÍEÐdÍ®ÙEÊ}ÊmÉ	¨QÉ6¦CÚEÎBÕ®ã�ÇÃÝ³ÍEÓ.¦TÑ®Ó³ÍEÊ}Õ®ã
ÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ³ÍEÊ³Ù³È®ÚmÍ

c1 = 1
�

ÈoÍEÐ�¨ÂÎ9Ý³ÉaÓQÎBÊmÉaÝ³ÌaÚ}ÊKÎÆÕ&ÔAÎ2×µÑHÕ&ÔAÔ2×�Ò®Ó®Ñ®Ý®Ñ.¦�ÎBÇ$Ú�Ê}Ñf¨oÙ³ÌxÍ}ÍEÚ}ÊmÉaÚmÌaÚ}ÊmÉaÝ®Ý³Í®Ù

B11 +B22c
2
2 > γ2(1 + c22)

Õ&ÔAr2×
Ñ

A11 + 2A12c2 +A22c
2
2 6 γ−2(1 + c22),

Õ&Ô�tF×
Ð�¨QÉ

Aij
Ñ
Bij

Ñ ÃaÆQÉ6¦uÉaÝ®Ú}Ë ¦�ÎBÚ}Ó®Ñ(Ê
UTU

Ñ
VTV

Ê¿Ê}ËfÔEÓQÎBÝ®Ý³ÍA¦þÔmÎBÞxÑ³ÌxÉ}����ÌYÆ³Ñ
µ1 = B11 > γ2Ñ

µ2 = B22 < γ2 Ù®ÚmÍ Ò³ÉaÓ®ÊmÍ}É�Ý³ÉaÓQÎBÊmÉaÝ³ÌaÚ}ÊmÍ�Ê}Ë°Ò³ÍBÆ³Ý³ÉaÝ³Í�Ò®Ó®Ñ

−
√
B11 − γ2

γ2 −B22

6 c2 6
√
B11 − γ2

γ2 −B22

.
Õ&Ô}�2×

vEw5xzyEvEw;{EvE|~}���yEvE|���yE�E|z���+�F�F�.�0�;�6�(�-���.�7�2�$�f�F� �.�(�2�



�(�F� �$�������E�F�A�7���7�2�

ÛhÓ³É	¨³Ò³ÍBÆQÍ�Å9Ñ.¦°ÙIÈ®ÚmÍ
A22 > γ−2 �-ÈoÍEÐ�¨ÂÎ½Ý³ÉaÓQÎBÊmÉaÝ³ÌaÚ}ÊmÍ§Õ&Ô�tF×�ÌaÒ®ÓQÎBÊmÉ	¨®Æ³Ñ®ÊmÍ½Ò®Ó®Ñ>ÓQÎEÌaÒ³ÍBÆQÍ�Å�ÉaÝ®Ñ®Ñ

c2
Ê�Ñ®Ý®ÚmÉaÓ®ÊKÎ
ÆQÉÚ¦uÉ*Å9¨³ãGÕ�ÍEÓ®Ý®â(¦TÑÅÕ®ÊKÎ�¨³ÓQÎBÚ}Ý³ÍEÐdÍ�ã�ÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ®â

r1 6 c2 6 r2,
Õ&ÔAÙ2×

Ð�¨QÉ

r1,2 =
−A12 ∓

√
A2

12 − (A12 − γ−2)(A22 − γ−2)

A22 − γ−2
.

�hÝ®ÚmÉaÓ®ÊKÎ
ÆoÙ³Ê�Õ�ÍEÚmÍEÓ³ÍA¦ ÌaÒ®ÓQÎBÊmÉ	¨®Æ³Ñ®ÊmÍ�Ý³ÉaÓQÎBÊmÉaÝ³ÌaÚ}ÊmÍiÕ&ÔAÙ2×YÙf¨QÍBÆ.Å�ÉaÝÅÝQÎ
×KÍ6¨³Ñ®Ú}ßmÌ~âÅÊ}Ý®ã�Ú}Ó®Ñ¿Ñ®Ý®ÚmÉaÓfÁ
ÊKÎ
ÆÂÎ�Ù³ÍEÒ®Ó³É	¨QÉYÆQÉaÝ®Ý³ÍEÐdÍ�ãmÌYÆQÍEÊ}Ñ³É6¦ÄÕ&ÔAr2×YÙ®È®ÚmÍ9Ò®Ó®Ñ¿Ì�¨QÉYÆÂÎBÝ®Ý®Ë¾×¿Ò®Ó³É	¨³Ò³ÍBÆQÍ�Å�ÉaÝ®Ñ®â�×CÍ}Ô}ÉxÌaÒ³ÉaÈ³ÉaÝ³Í®ÙQÉxÌYÆ³Ñ

∣∣∣∣∣
A12

A22 − γ−2

∣∣∣∣∣+

√
A2

12 − (A12 − γ−2)(A22 − γ−2)

A22 − γ−2
<

√
B11 − γ2

γ2 −B22

.
Õ&Ôm	A×

¥�Ë°Ò³ÍBÆ³Ý®â®É6¦�ÎBâ¿ÝQÎ�Õ�ÍA¦TÒ®ß}Ç$ÚmÉaÓ³É§Ò®Ó³Í Ê³É	¨³ã�ÓQÎ9ÌxÍ}ÌaÚmÍEÑ®Ú�Ê9Ò®Ó³ÍEÊmÉaÓ®Õ�É

• ãmÌYÆQÍEÊ}Ñ®ÖÅÌaãFÌ ÉxÌaÚ}ÊmÍEÊKÎBÝ®Ñ®â=ÓQÎEÌ*É�Ñ®ÓKâ�ÇuÌ�Ñ�×KÌ~â¿Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ�ÌLË§ÎBÕ®ÚmÍEÓ³ÍA¦
γ
¨®Æ³â=ÚmÍEÈ®Õ®Ñ½ÝºÑ¿ÉxÉhÒ®Ó³Í�Á

Í}ÔEÓQÎBÞ
Î�ÙmÕ�ÍEÚmÍEÓ®ËfÉ$Þ
ÎBÕ�Æ³Ç$ÈQÎBÇ$ÚmÌ~â�Ê�Ê}Ë°Ò³ÍBÆ³Ý³ÉaÝ®Ñ®Ñ�¨®Æ³â�ÌxÍ}Ô}ÌaÚ}ÊmÉaÝ®Ý®Ë¾×�È®Ñ³ÌxÉYÆ½¦�ÎBÚ}Ó®Ñ(Ê®Ë � Ý³ÉaÓQÎ�Á
ÊmÉaÝ³ÌaÚ}Ê

µ1 > γ2 Ñ µ2 < γ2 ÙQÑ_¨®Æ³âCÌxÍ}Ô}ÌaÚ}ÊmÉaÝ®Ý®Ë¾×>È®Ñ³ÌxÉYÆÂ¦�ÎBÚ}Ó®Ñ(Ê®Ë"! Ý³ÉaÓQÎBÊmÉaÝ³ÌaÚ}Ê
λ1 > γ−2Ñ

λ2 < γ−2 á

• ãmÌYÆQÍEÊ}Ñ®â A22 > γ−2 á

• Ý³ÉaÓQÎBÊmÉaÝ³ÌaÚ}ÊKÎ�Õ&Ôm	A×YÙuÍ}Ô}ÉxÌaÒ³ÉaÈ®Ñ®ÊKÎBÇuÌ ÉaÐdÍ�ÝQÎ�¨®ÆQÉ*Å Î�Ì ÉxÉ¿Ê}Þ
ÎBÑ.¦TÝ³Í}É=ÓQÎEÌaÒ³ÍBÆQÍ�Å�ÉaÝ®Ñ³ÉÅÓQÎEÌ*É�Ñ®ÓKâ�ÇºÁ
Ì�Ñ�×KÌ~â=Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ³�
��Æ³â=Ì�Å9Ñ.¦�ÎBÇuÌ�Ñ�×KÌ~â¿Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ�Ò®Ó³Í Ê³É	¨³ã�ÓQÎ Ò®Ó³ÍEÊmÉaÓ®Õ®Ñ¿ãmÌYÆQÍEÊ}Ñ®Ö¿Ê9ÚmÍEÈ®Ý³Í}ÌaÚ}Ñ¿ÚEÎBÕ�ÎBâ½Å�É}Ù®Ý³Í Ò®Ó³Í�Á

Ñ®ÞxÊmÍ6¨³Ñ®ÚmÌ~âd¨®Æ³â=Í}ÔEÓQÎBÚ}Ý³ÍEÐdÍ�ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®âI�
vTÎEÌxÌ6¦uÍEÚ}Ó®Ñ.¦ñÍ6¨³Ý®ãCÒ³ÍBÆQÉaÞxÝ®ã�Ç ÊKÎBÓ®ÑQÎ�Ê®Ñ®Ç ¦uÉaÚmÍ6¨ÂÎ��oÛhãmÌaÚ}ß¿Ê=Ý³ÉaÕ�ÍEÚmÍEÓ³ÍEÖ%ÚmÍEÈ®Õ�ÉzÝ Ê}Ë°Ò³ÍBÆ³Ý³ÉaÝ®Ë

ÊmÌxÉhÚ}Ó³ÉxÔEãmÉ6¦TËfÉhãmÌYÆQÍEÊ}Ñ®âGÒ®Ó®Ñ
γ = 1

�®��ÎBÕ�ÍEÊ�ÔEã�¨QÉaÚ ÚmÍEÐ�¨ÂÎ Ñ®Ý®ÚmÉaÓ®ÊKÎ
Æ½¨QÍEÒ®ãmÌaÚ}Ñ.¦TË¾×=ÞxÝQÎxÈ³ÉaÝ®Ñ®Ö
γ
Ù�Ð�¨QÉ

ÌxÍx×�ÓQÎBÝ®â®ÉaÚmÌ~âÅÚEÎBÕ�ÎBâ½Å�É§ÌaÑ®Ú}ãKÎ�Ê®Ñ®â=ÊEÆQÍ�Å�ÉaÝ®Ñ®âÅÕ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ$#
¥�ÊmÉ	¨QÉ6¦�Ë�ã�Ý®Õ(Ê®Ñ®Ñ

F (c2) =
1 + c22

A11 + 2A12c2 +A22c
2
2

, G(c2) =
B11 +B22c

2
2

1 + c22
,

Õ&ÔAã2×

ÚmÍEÐ�¨ÂÎ9ãmÌYÆQÍEÊ}Ñ³É�Ò®ÓQÎBÊ}Ñ�Æ³ß}Ý³ÍEÐdÍ�ÊEÆQÍ�Å�ÉaÝ®Ñ®â½¨®Æ³â=ÓQÎEÌ*É�Ñ®ÓKâ�ÇuÌ�Ñ�×KÌ~â¿Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ�Þ
ÎBÒ®Ñ³ÌaË°ÊKÎEÉaÚmÌ~âÅÕ�ÎBÕ
{
c2|F (c2) > γ2

}
⊂
{
c2|G(c2) > γ2

}
.

Õ&Ô}
2×
Ï Ñ³ÌaÒ³ÍBÆ³ß}ÞdÍEÊKÎBÝ®Ñ³É6¦áÍ}ÔEÓQÎBÚ}Ý³ÍEÐdÍ ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®âGÊ9ÎBÝQÎ
ÆQÍEÐxÑ®È®Ý³ÍA¦ Ê}Ñf¨QÉu¦uÍ�Å9Ý³Í�Ò®Ó³É	¨QÌaÚEÎBÊ}Ñ®Ú}ß9ãmÌYÆQÍEÊ}Ñ³É
¨®Æ³â¿Ì�Å9Ñ.¦�ÎBÇuÌ�Ñ�×KÌ~â¿Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ³�

ÒfÆ³ÐdÍEÓ®Ñ®Ú2¦ÜÍEÒ®Ó³É	¨QÉYÆQÉaÝ®Ñ®âºÑ³ÌaÕ�ÍA¦uÍEÐdÍ¿Ñ®Ý®ÚmÉaÓ®ÊKÎ
ÆÂÎGÞxÝQÎxÈ³ÉaÝ®Ñ®Ö
γ
ÌxÍ}ÌaÚmÍEÑ®Ú¿Ê¿ÌYÆQÉ	¨³ã�ÇuÌ É6¦°�GØhãFÅ9Ý³Í

ÝQÎBÖ®Ú}ÑÀ¦�ÎBÕ�ÌaÑ.¦�Î
Æ³ß}Ý®ËfÉCÑÖ¦TÑ®Ý®Ñ.¦�Î
Æ³ß}Ý®ËfÉCÞxÝQÎxÈ³ÉaÝ®Ñ®âÖË�ã�Ý®Õ(Ê®Ñ®Ö
F
Ñ
G
Ù¾Î�ÚEÎBÕ(Å�É>ÞxÝQÎxÈ³ÉaÝ®Ñ®âÖÃxÚ}Ñ�×

Ë�ã�Ý®Õ(Ê®Ñ®Ö¼ÙÁÍEÚ}ÊmÉaÈQÎBÇuÌ�Ñ³É�¨QÉaÖ³ÌaÚ}Ê}Ñ®ÚmÉYÆ³ß}Ý®Ë�¦ØÕ�ÍEÓ®Ý®â(¦ØÎ
Æ³ÐdÉxÔEÓQÎBÑ®È³ÉxÌaÕ�ÍEÐdÍ¿ã�ÓQÎBÊ}Ý³ÉaÝ®Ñ®â>È³ÉaÚ}ÊmÉaÓ®ÚmÍEÖ�ÌaÚmÉ	Á
Ò³ÉaÝ®Ñ

F (c2) = G(c2)
�7ÈoÍ�Å�É ÌdÎ ¦uÍ}É ÌYÆQÉ	¨³ãmÉaÚ¿Ì�¨QÉYÆÂÎBÚ}ß8¨®Æ³âiË�ã�Ý®Õ(Ê®Ñ®Ö¼ÙQÒ³ÍBÆ³ã�ÈQÎEÉ6¦TË¾×>Ò®Ó®ÑCÓQÎEÌxÌ6¦uÍEÚ Á

Ó³ÉaÝ®Ñ®Ñ�ãmÌYÆQÍEÊ}Ñ®âi¨®Æ³âºÌ�Å9Ñ.¦�ÎBÇuÌ�Ñ�×KÌ~âºÕ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ³�'¥ñÒ³ÍBÆ³ã�È³ÉaÝ®Ý³ÍA¦ØÝQÎEÔ}ÍEÓ³É9È®Ñ³ÌxÉYÆoÙIÌaÓ³É	¨³Ñ�ÚmÉY×CÑ®Þ9Ý®Ñ�×IÙ
Õ�ÍEÚmÍEÓ®ËfÉÚ¦uÉaÝ®ßAÉ É�É	¨³Ñ®Ý®Ñ(Ê®Ë�Ù®Ê}ËfÔEÑ®ÓQÎEÉ6¦Þ¦�ÎBÕ�ÌaÑ.¦�Î
Æ³ß}Ý³Í}É}ÙÂÎ�ÌaÓ³É	¨³Ñ=ÚmÉY×IÙ�Õ�ÍEÚmÍEÓ®ËfÉ�Ô}ÍBÆ³ßAÉ É�É	¨³Ñ®Ý®Ñ(Ê®Ë�Ù
Ê}ËfÔEÑ®ÓQÎEÉ6¦ ¦TÑ®Ý®Ñ.¦�Î
Æ³ß}Ý³Í}É}�GÍ�Ý®Ñ¿Ñ8¨ÂÎBÇ$Ú9ÐxÓQÎBÝ®Ñ(Ê®ËþÑ®Ý®ÚmÉaÓ®ÊKÎ
ÆÂÎ9¨QÍEÒ®ãmÌaÚ}Ñ.¦TË¾×¿ÊmÉYÆ³Ñ®È®Ñ®Ý

γ2 �
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Í�¨³Ñ®Ý>ÊmÍEÞ�¦uÍ�Å9Ý®Ë°ÖºÌaÒ³Í}ÌxÍ}Ô�ÍEÓ®ÐaÎBÝ®Ñ®ÞdÍEÊKÎBÚ}ß=Ê}Ë°È®Ñ³ÌYÆQÉaÝ®Ñ®âÅÝQÎ9Õ�ÍA¦TÒ®ß}Ç$ÚmÉaÓ³É§Ò³Í6¨³ÓQÎBÞxãf¦uÉaÊKÎEÉaÚBÙÁÈ®ÚmÍ
Ò®Ó³É	¨³ÊKÎBÓ®Ñ®ÚmÉYÆ³ß}Ý³Í ÝQÎBÖf¨QÉaÝQÎ,ÚmÉ6¦�Ñ�Æ³Ñ Ñ®Ý®Ë�¦ ÌaÒ³Í}ÌxÍ}Ô}ÍA¦ Ò³ÍEÐ~ÆQÍ Ì9ÎBÇuÌ9ÎBâØÍ}ÔBÆÂÎEÌaÚ}ß

D
Ù�ÌxÍ6¨QÉaÓ+Å Î�Ì9ÎBâ

ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ¼Ï
A ⊂ D ��Û�Í ÍEÒ®Ó³É	¨QÉYÆQÉaÝ®Ñ®Ç ÙfÃxÚmÍ Í}ÔBÆÂÎEÌaÚ}ß³Ù³Í}ÔEÓQÎBÞhÕ�ÍEÚmÍEÓ³ÍEÖ¼Ù®Ò³ÍBÆ³ã�ÈQÎEÉ6¦TË°Ö=Ò®Ó®Ñ�¨QÉaÖ³ÌaÚ}Ê}Ñ®Ñ

ÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�ÉaÝ®Ñ®âIÙ
ÓQÎEÌaÒ³ÍBÆÂÎBÐaÎEÉaÚmÌ~â�Ê}Ý®ã�Ú}Ó®Ñ�Ý³ÉxÉ}Ï
T(D) ⊂ IntD

�xÛhÓ³ÍEÑ®ÞxÊmÉ	¨QÉ6¦ÅÌaÕ�ÎBÝ®Ñ®Ó³ÍEÊKÎBÝ®Ñ³É�Í}ÔBÆÂÎEÌaÚ}Ñ
DÝQÎ�ÌxÉaÚ}Õ�É�ÌL¨QÍ}ÌaÚEÎBÚmÍEÈ®Ý³Í½¦uÉYÆ³Õ®Ñ.¦ É9ÎBÐdÍA¦°Ù³Ê}Ë°Ò³ÍBÆ³Ý®â�âÅÒ®Ó³ÍEÊmÉaÓ®Õ®ã¿Ò®Ó®Ñ®ÊmÉ	¨QÉaÝ®Ý®Ë¾×ÅÊ}Ë$É É�ãmÌYÆQÍEÊ}Ñ®Ö_¨®Æ³â

ÓQÎEÌ*É�Ñ®ÓKâ�ÇuÌ�Ñ�×KÌ~â Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ�Ò®Ó®Ñ�Ë�Ñ®Õ�ÌaÑ®Ó³ÍEÊKÎBÝ®Ý³ÍEÖáÕ�ÍEÝ³ÌaÚEÎBÝ®ÚmÉ
γ % �GÑáÎBÝQÎ
ÆQÍEÐxÑ®È®Ý®Ë¾× ãmÌYÆQÍEÊ}Ñ®Ö�¨®Æ³â

Ì�Å9Ñ.¦�ÎBÇuÌ�Ñ�×KÌ~â,Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ³�&��ÌYÆ³ÑHÃxÚ}Ñ,ãmÌYÆQÍEÊ}Ñ®â,ÌaÒ®ÓQÎBÊmÉ	¨®Æ³Ñ®Ê}Ë ÊmÍ¿ÊmÌxÉaÖ,Ò³ÍEÐ~ÆQÍ Ì9ÎBÇuÌ ÉaÖ Í}ÔBÆÂÎEÌaÚ}Ñ¼ÙoÚmÍ
ÍEÝ®Ñ Þ
ÎBÊmÉ	¨QÍA¦uÍ Ñ.¦uÉaÇ$ÚÞ¦uÉxÌaÚmÍ ÑÃÝQÎ ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ³É

A =
⋂∞
n=1 Tn(D)

ÙµÚEÎBÕØÈ®ÚmÍ ÍEÝ ¨QÍBÆ.Å�ÉaÝÜÔEË°Ú}ß
Ò®Ó®Ñ®ÞxÝQÎBÝ>Í6¨³Ý³ÍEÓ³Í6¨³Ý³Í�ÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ®Ñ.¦°�

¥�ÚmÍEÓ³ÍEÖ ÌaÒ³Í}ÌxÍ}Ô>ÌxÍ}ÌaÚmÍEÑ®ÚCÊÅÚmÍA¦°ÙMÈ®ÚmÍ}ÔEË�Ò®Ó³ÍEÊmÉaÓKâ�Ú}ßºÕ®Ó®Ñ®ÚmÉaÓ®Ñ®Ö Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊCÝ³É�ÊÅÒ³ÍEÐ~ÆQÍ Ì9ÎBÇuÌ ÉaÖ
Í}ÔBÆÂÎEÌaÚ}Ñ¼ÙIÎ9¨®Æ³â_¦TÝ³Í�Å�ÉxÌaÚ}ÊKÎ½ÚmÍEÈ³ÉaÕ>ÝQÎ�ÌdÎ ¦uÍA¦ ÎBÚ}Ú}ÓQÎBÕ®ÚmÍEÓ³É}ÙÁÒ³ÍBÆ³ã�ÈQÎEÉ6¦TË¾×ÅÑ®ÚmÉaÓQÎ�Ê®Ñ®â(¦TÑCÍEÚmÍ}ÔEÓQÎ�Å�É	Á
Ý®Ñ®â

T(x)
��Í�¨³Ý³ÍGÑ®Þ Ò®Ó³ÉaÑ.¦TãFÌ ÉxÌaÚ}ÊÅÌxÍ}ÌaÚmÍEÑ®Ú=ÊGÚmÍA¦°ÙÁÈ®ÚmÍ½Ê8ÃxÚmÍA¦ØÌYÆ³ã�ÈQÎEÉ Ý³É�Ú}Ó³ÉxÔEãmÉaÚmÌ~âºÒ®Ó³É	¨³ÊKÎBÓ®ÑfÁ

ÚmÉYÆ³ß}Ý³ÍEÐdÍ�ÍEÒ®Ó³É	¨QÉYÆQÉaÝ®Ñ®â9Ò³ÍEÐ~ÆQÍ Ì9ÎBÇuÌ ÉaÖ9Í}ÔBÆÂÎEÌaÚ}Ñ¼�$?>ÉaÚmÍ6¨k¦uÍ�Å�ÉaÚ�ÚEÎBÕ(Å�ÉfÔ}ÉaÞ¾Ò®Ó³Í}ÔBÆQÉ6¦CÒ®Ó®Ñ.¦uÉaÝ®â�Ú}ßmÌ~â
Õ�ÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦�Î ¦�Ê}ËfÌxÍEÕ�ÍEÖ½ÓQÎBÞ�¦uÉaÓ®Ý³Í}ÌaÚ}Ñ¼Ù2¨®Æ³â9Õ�ÍEÚmÍEÓ®Ë¾×�Ò³ÍBÆ³Ý³Í}É�ÌaÕ�ÎBÝ®Ñ®Ó³ÍEÊKÎBÝ®Ñ³É�Ò³ÍEÐ~ÆQÍ Ì9ÎBÇuÌ ÉaÖ½Í}ÔBÆÂÎEÌaÚ}Ñ
ÔEË¾ÆQÍ�ÔEËÜÞ
ÎBÚ}Ó®ã�¨³Ý®Ñ®ÚmÉYÆ³ß}Ý®Ë�¦°�

Ï�¦�ÎBÚmÉ6¦�ÎBÚ}Ñ®È³ÉxÌaÕ�ÍEÖºÚmÍEÈ®Õ®ÑCÞxÓ³ÉaÝ®Ñ®âIÙQÊ}ÚmÍEÓ³ÍEÖºÌaÒ³Í}ÌxÍ}Ô�¦uÍ�Å�ÉaÚ=Ò³ÍEÕ�ÎBÞ
ÎBÚ}ßmÌ~â§¦uÉaÝ³ÉxÉ�ÌaÚ}Ó³ÍEÐxÑ.¦°��Í�¨(Á
ÝQÎBÕ�Í§Ò®ÓQÎBÕ®Ú}Ñ®Õ�Î�ÓQÎEÌaÈ³ÉaÚmÍEÊ�Ò³ÍEÕ�ÎBÞxË°ÊKÎEÉaÚBÙ�È®ÚmÍ®Ù�ÔEã�¨³ã�È®Ñ�Þ
Î ¦uÉaÚ}Ý³Í§Ò®Ó³Í Ì ÉfÊ Í}ÔEÓQÎ�Ì ÉaÝ®Ñ®Ñ¼Ù�ÍEÝ�Ò³ÍEÞxÊmÍBÆ³â®ÉaÚ
Ý³É~¦uÉaÝ³ÉxÉ§ÝQÎ�¨QÉ*Å9Ý³Í½ÓQÎEÌaÒ³ÍEÞxÝQÎBÊKÎBÚ}ß=ÌaÑ®Ú}ãKÎ�Ê®Ñ®ÑCÐxÑ®Ò³ÉaÓ³Ô}ÍBÆ³Ñ®È³ÉxÌaÕ�ÍEÐdÍG×�ÎEÍ}ÌdÎ�ÙQÝ³É*Å�ÉYÆ³ÑCÒ³ÉaÓ®Ê}Ë°Ö>Ò³Í6¨®×KÍ6¨o�
¥ ÌdÎ ¦uÍA¦Ç¨QÉYÆQÉ}Ù2¨®Æ³â�Ð~ÆÂÎ�¨³Õ®Ñ�×GÌaÑ³ÌaÚmÉ6¦°Ù�Õ�ÍEÚmÍEÓ®ËfÉL¦TËÃÞ*¨QÉxÌaß ÚmÍBÆ³ß}Õ�Í�Ñ½Ñ.¦uÉxÉ6¦,Ê�Ê}Ñf¨³ãmÙKÑ³ÌaÒ³ÍBÆ³ß}ÞxãmÉ6¦TËfÉ
Ò®Ó®Ñ½Ë�ÍEÓ.¦Tã
Æ³Ñ®Ó³ÍEÊ}Õ�ÉhÕ®Ó®Ñ®ÚmÉaÓ®Ñ®â½Õ�ÍEÝ®ãmÌxÍEÊ�Í}Ô*½¼ÉaÕ®Ú}Ë Õ�¦�ÎBÚ}Ó®Ñ(Ê®Ë�Ù�Ñ�×�ÌxÍ}Ô}ÌaÚ}ÊmÉaÝ®Ý®ËfÉ�È®Ñ³ÌYÆÂÎ§ÑGÌxÍ}Ô}ÌaÚ}ÊmÉaÝfÁ
Ý®ËfÉ�ÊmÉaÕ®ÚmÍEÓ®Ëu×uÐ~ÆÂÎ�¨³Õ®Ñ.¦ Í}ÔEÓQÎBÞdÍA¦%Þ
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