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Â ñò àòüå àðãóìåíòèðó åòñ ÿ, ÷òî çíàíèå áèôóðê àöèé ãîìîêëèíè÷åñêèx è ïåðèî äè÷åñêèõ

îðáèò ÿâëÿåòñ ÿ íåîá õ î äèìûì äëÿ ïîíèìàíèÿ áûñòðî-ìåäëåííîé äèíàìèêè ìî äåëè Õèíä-

ìàðø � Ð îóç, à ò àêæ å ìíîãèõ äðóãèõ òèïè÷íûõ ìî äåëåé íåéðîíîâ òèïà Õî äæêèía � Õàê ñëè,

ò àê ê àê èìåííî ýòè áèôóðê àöèè îïðåäåëÿþò õ àðàêòåð ïåðåõ î äîâ ìåæäó òîíè÷åñêèìè è ïà-

÷å÷íûìè ðåæèìàìè ê îëåáàíèé â ïî äîáíûõ äèíàìè÷åñêèõ ìî äåëÿõ. Ïðåäñò àâëåí ãåîìåòðè-

÷åñêèé ïî äõ î ä, îñíîâàííûé íà ìåòî äå ó ñðåäíåíèÿ è òåõíèê å ïðî äîëæ åíèÿ ïî ïàðàìåòðó ,

ê îòîðûé ïðèìåíÿåòñ ÿ äëÿ íàõ î æäåíèÿ òîíè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé è ïîçâîëÿåò àêêóðàòíî

ñòðîèòü îòîáðàæ åíèÿ Ïó àíê àðå äëÿ èçó÷åíèÿ áèôóðê àöèîííûõ ïåðåõ î äîâ â áûñòðî-ìåä-

ëåííûõ íåéðîííûõ ìî äåëÿõ. Â ðàáîòå ò àêæ å äåìîíñòðèðóþòñ ÿ áèôóðê àöèÿ ¾ê àò àñòðîôà

ãîëóáîãî íåáà¿ è ÿâëåíèå áèñò àáèëüíîñòè ñîñóùåñòâóþùèõ òîíè÷åñêèõ è ïà ÷å÷íûõ ðåæè-

ìîâ â äàííîé ìî äåëè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìî äåëü Õèíäìàðø � Ð îóç, íåéðîííàÿ äèíàìèê à, áèôóðê àöèÿ, ê àò à-

ñòðîôà ãîëóáîãî íåáà, áèñò àáèëüíîñòü, òîíè÷åñêèå è ïà ÷å÷íûå ê îëåáàíèÿ

M. K olomiets, A. Shilnik o v

Qualitativ e metho ds for case study of the Hindmarc h � Rose mo del

W e demonstrate that bifurcations of p erio dic orbits underlie the dynamics of the

Hindmarsh � Rose mo del and other square-w a v e bursting mo dels of neurons of the Ho dgkin �

Huxley t yp e. Suc h global bifurcations explain in-depth the transitions b et w een the tonic spiking

and bursting oscillations in a mo del. W e sho w that a mo di�ed Hindmarsh-Rose mo del can exhibit

the blue sky bifurcation, and a bistabilit y of the co existing tonic spiking and bursting activities.
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1. Ââåäåíèå

Ìàòåìàòè÷åñê àÿ ¾íåéðîííàÿ¿ ìî äåëü Õèíäìàðø � Ð îóç (ÕÐ) [1]

x0 = y � ax3 + bx2 + I � z = P(x; y; � ) � z;

y0 = c � dx2 � y = Q(x; y; � );

z0 = "(s(x � x0) � z) = "R (x; z; � );

(1)

îñò àåòñ ÿ î äíîé èç íàèáîëåå ïîïó ëÿðíûõ ìî äåëåé [2, 3 , 4, 7, 8 , 9], ïîñê îëüêó ê à ÷åñòâåííî õ î-

ðîøî îïèñûâàåò äèíàìèêó îïðåäåëåííîãî êëàññà íåéðîííûõ ìî äåëåé, ïîëó÷åííûõ â ðàìê àõ

èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìàëèçìà, ïðåäëî æ åííîãî Õî äæêèíîì è Õàê ñëè [10 ] äëÿ îïèñàíèÿ èîí-

íûõ ê àíàëîâ. Ïðåäïîëàã àåòñ ÿ, ÷òî íåéðîííàÿ ìî äåëü, áó äó÷è íåëèíåéíîé ñèñòåìîé, ìî æ åò

äåìîíñòðèðîâàòü ïî êðàéíåé ìåðå íåê îòîðûå ñëåäóþùèå òèïû àêòèâíîñòè íåéðîííîé êëåò-

êè, âêëþ÷àÿ ñïîê îéñòâèå, òîíè÷åñêóþ è ïà ÷å÷íóþ àêòèâíîñòè, à ò àêæ å ïî äïîðîãîâûå ê îëå-

áàíèÿ, èëè ê îëåáàíèÿ ñìåøàííûõ ìî ä [9, 11 , 12, 13, 14, 15, 17 , 18]. Íåëèíåéíîñòü íåéðîííîé

ìî äåëè ìî æ åò ò àêæ å ÷àñòî ïðèâî äèòü ê âîçíèêíîâåíèþ áè- èëè ìó ëü òèñò àáèëüíîñòè ñîñóùå-

ñòâóþùèõ òèïîâ ïîâåäåíèÿ ïðè î äíèõ è òåõ æ å çíà ÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ [20, 21, 23 , 24, 25 , 26 ].

¾Õîðîøàÿ¿ íåéðîííàÿ ìî äåëü, ÿâëÿÿñü ïî êðàéíåé ìåðå äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåé-

ñòâîì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äîëæíà ò àêæ å àäåêâàòíî îïèñûâàòü ïåðåõ î äû ìåæäó

ýòèìè òèïàìè àêòèâíîñòè, ê îòîðûå èíòåðïðåòèðóþòñ ÿ ê àê ëîê àëüíûå èëè ã ëîáàëüíûå áè-

ôóðê àöèè ïðåäåëüíûõ ðåøåíèé ìî äåëè [15, 23, 27 , 29, 30, 31 , 32, 34, 35 ].

Â ìî äåëè ÕÐ , ïåðåìåííàÿ x ðàññìàòðèâàåòñ ÿ ê àê ¾ìåìáðàííûé ïîòåíöèàë¿ , â òî âðå-

ìÿ ê àê y è z îïèñûâàþò àêòèâàöèþ è äåçàêòèâàöèþ íåê îòîðûõ òîê îâ, ò àêèõ ê àê áûñòðûé

íàòðèåâûé è ìåäëåííûé ê àëèåâûé, ïîñê îëüêó ñê îðîñòü èçìåíåíèÿ z îïðåäåëåíà ìàëûì ïà-

ðàìåòðîì 0 < " � 1. Ýòî ïîçâîëÿåò äàííîé ìî äåëè ñ÷èò àòüñ ÿ áûñòðî-ìåäëåííîé ñèñòåìîé,

â ê îòîðîé ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñîñò àâëÿþò áûñòðóþ ïî äñèñòåìó . Ïðàâûå ÷àñòè ìî äåëè ÿâ-

ëÿþòñ ÿ ïîëèíîìàìè ñî ñëåäóþùèìè ê îýôôèöèåíò àìè (a; b; c; d; s) = (1 ; 3; � 3; 4). Â ïåðâîì

óðàâíåíèè ïîñòî ÿííûé ÷ëåí I îïèñûâàåò âíåøíèé òîê. Â äàííîé ðàáîòå ïàðàìåòð x0 ÿâ-

ëÿåòñ ÿ áèôóðê àöèîííûì ïàðàìåòðîì, a ìàëûé ïàðàìåòð " áó äåò âàðüèðîâàòüñ ÿ â ïðåäåëàõ

ìåæäó 0:002 è 0:02.

Ìû ïîê àæ åì, ÷òî ìî äåëü ÕÐ äåìîíñòðèðó åò äèíàìè÷åñê îå ïîâåäåíèå, òèïè÷íîå äëÿ

îïðåäåëåííîãî êëàññà íåéðîííûõ ìî äåëåé, íàçûâàåìûõ squar e-wave burster [12 , 14, 15 ] â çà-

ðóáåæíîé ëèòåðàòóðå, � ìû èñïîëüçó åì çäåñü òåðìèí ¾êâàäðàòíûå ïà ÷êè¿ [15, 20, 21 , 22 ,

36 , 37].

Ñëåäó ÿ êëàññèôèê àöèè, ïðåäëî æ åííîé â [17 ] è ðàñøèðåííîé â [18 ], äàííûé òèï ïà ÷å÷-

íîãî ðåæèìà ê îëåáàíèé ò àêæ å íàçûâàåòñ ÿ ¾ñêëàäê à/ãîìîêëèíèê à¿ ïî òèïó (ïåðâîé è ïî-

ñëåäíåé) áèôóðê àöèé â ìåäëåííîé ïî äñèñòåìå, ê îòîðûå îïðåäåëÿþò çàêëþ÷èòåëüíûå ôàçû

ïà ÷å÷íîé àêòèâíîñòè â ïîëíîé ìî äåëè. Çäåñü ñëîâî ¾ñêëàäê à¿ èñïîëüçó åòñ ÿ â ê à ÷åñòâå ñè-

íîíèìà äëÿ ò àê îé ñåäëî-óçëîâîé áèôóðê àöèè ñîñòî ÿíèé ðàâíîâåñèé, ÷òî ñåäëîâîå ñîñòî ÿíèå

ðàâíîâåñèÿ ó ñò àíàâëèâàåò íåêèé ïîðîã , ê îòîðûé ðàçäåëÿåò ïåðåõ î äû ìåæäó ñîñòî ÿíèÿìè

íåéðîíîâ: ãèïåðïîëÿðèçîâàííûì ñîñòî ÿíèåì ïîê î ÿ è òîíè÷åñêèìè ê îëåáàíèÿìè âîêðóã äå-

ïîëÿðèçîâàííîãî ñîñòî ÿíèÿ. Èõ ñîñóùåñòâîâàíèå â áûñòðîé ïî äñèñòåìå ñîçäàåò ãèñòåðå-

çèñ, ê îòîðûé ïðèâî äèò ê âîçíèêíîâåíèþ ïà ÷å÷íûõ ðåæèìîâ ê îëåáàíèé â ïîëíîé ìî äåëè:

â åå ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ôàçîâàÿ òî÷ê à ïåðèî äè÷åñêè (èëè íåðåãó ëÿðíî) ïåðåáðàñûâà-

åòñ ÿ ìåæäó àòòðàêòîðàìè ìåäëåííîé ïî äñèñòåìû, ê àê ïîê àçàíî íà ðèñóíê å 1. Êàê âèäíî

èç ðèñóíê à, èíòåðâàëû ìåæäó ñïàéê àìè (ïè÷ê àìè íàïð ÿæ åíèÿ) ðàñòóò ê ê îíöó ïà ÷êè, ÷òî

ÿâëÿåòñ ÿ ïðèçíàê îì òîãî, ÷òî ò àê íàçûâàåìîå ìíîãîîáðàçèå ìåäëåííûõ äâèæ åíèé (èëè,

â äàííîì ê îíòåê ñòå, òîíè÷åñê îå ìíîãîîáðàçèå) çàê àí÷èâàåòñ ÿ ãîìîêëèíè÷åñê îé áèôóðê àöè-
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åé ñåäëà. Çàìåòèì ò àêæ å, ÷òî íåê îòîðûå ìî äåëè, äîïó ñê àþùèå ñóùåñòâîâàíèå êâàäðàòíûõ

ïà ÷åê, íå äåìîíñòðèðóþò ò àê îå óâåëè÷åíèå èíòåðâàëà ìåæäó ñïàéê àìè. Ã ëàâíîå èõ îò ëè÷èå

ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñåäëî-óçëîâàÿ áèôóðê àöèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ [23, 32 , 33, 42], à íå ãî-

ìîêëèíè÷åñê àÿ ïåò ëÿ ñåäëà, â ìåäëåííîé ïî äñèñòåìå çàê àí÷èâàåò àêòèâíóþ ôàçó ïà ÷êè.

Ðèñ. 1. Êâàäðàòíûå ïà ÷êè â ìî äåëè (1) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçâåðòê à ìåìáðàííîãî íàïð ÿæ åíèÿ

ïðè çíà ÷åíèè ïàðàìåòðîâ x0 = � 1:3, a = 1 è " = 0 :002. ×èñëî ñïàéê îâ â ïà ÷ê å � ÷èñëî ïîëíûõ

îáîðîòîâ ôàçîâîé òî÷êè âîêðóã òîíè÷åñê îãî ìíîãîîáðàçèÿ M lc , ñôîðìèðîâàííîãî èç ïðåäåëüíûõ

öèêëîâ áûñòðîé ïî äñèñòåìû, ïðåæäå ÷åì îíà óïàäåò âíèç íà ãèïåðïîëÿðèçîâàííóþ âåòêó ìíîãîîá-

ðàçèÿ Meq ïîê î ÿ. Çàìåòèì, ÷òî èíòåðâàë ìåæäó ñïàéê àìè ðàñòåò ïî ä ê îíåö ïà ÷êè. Ýòî ÿâëÿåòñ ÿ

ïðèçíàê îì òîãî, ÷òî ôàçîâàÿ òî÷ê à ïî äõ î äèò ê ñåäëó � ïîðîãó , ðàçäåëÿþùåìó îáà ìíîãîîáðàçèÿ.

1

Ñóùåñòâóþùèå ñ õ åìû êëàññèôèê àöèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïà ÷å÷íîé àêòèâíîñòè íåéðîí-

íûõ ìî äåëåé áàçèðó åòñ ÿ èñêëþ÷èòåëüíî íà âûäåëåíèè ìåõ àíèçìîâ, ê îòîðûå íà ÷èíàþò è çà-

ê àí÷èâàþò ìíîãîîáðàçèÿ ìåäëåííûõ äâèæ åíèé, ñîñòî ÿùèõ èç ïðåäåëüíûõ öèêëîâ è ñîñòî ÿ-

íèé ðàâíîâåñèé áûñòðîé ïî äñèñòåìû, òèïè÷íî äâóìåðíîé, ðàññìàòðèâàåìîé â ñèíãó ëÿðíîì

ïðåäåëå " = 0 . Èñïîëüçó ÿ ïðîçðà ÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòî äû, áàçèðóþùèåñ ÿ íà ðàçäåëå-

íèè ñèñòåìû íà áûñòðûå è ìåäëåííûå óðàâíåíèÿ, ìû ìî æ åì íàéòè è ïðîñëåäèòü âñå íàñ

èíòåðåñóþùèå áèôóðê àöèè ê îðàçìåðíîñòè î äèí ñîñòî ÿíèé ðàâíîâåñèé è ïðåäåëüíûõ öèê-

ëîâ áûñòðîé, äâóìåðíîé ïî äñèñòåìû âàðüèðó ÿ ìåäëåííóþ ïåðåìåííóþ, ê îòîðàÿ ñò àíîâèòñ ÿ

åå áèôóðê àöèîííûì èëè ñê àíèðóþùèì ïàðàìåòðîì â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå [43 , 44].

Èçâåñòíî [45, 47 , 48, 49, 50 , 52], ÷òî äèíàìèê à âîçìóùåííîé ñèñòåìû ïðè ìàëûõ " 6= 0
îïðåäåëÿåòñ ÿ è ê îíöåíòðèðó åòñ ÿ âîêðóã ïðèò ÿãèâàþùèõ ñåãìåíòîâ ìíîãîîáðàçèé ìåäëåí-

íûõ äâèæ åíèé, ñîáðàííûõ èç ó ñòîé÷èâûõ ñîñòî ÿíèé ðàâíîâåñèé è ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Ýòè

ìíîãîîáðàçèÿ ñîñò àâëÿþòñ ÿ ñê åëåò äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ àêòèâíîñòåé â áûñòðî-ìåäëåííîé

íåéðîííîé ìî äåëè. Òèïè÷íàÿ ìî äåëü îáëàäàåò ïî êðàéíåé ìåðå äâóìÿ ò àêèìè ìíîãîîáðàçè-

ÿìè [12 , 53 ]: ìíîãîîáðàçèåì M eq ïîê î ÿ è òîíè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì M lc áûñòðûõ ñïàéê îâ,

ïîê àçàííûõ íà ðèñóíê å 1.

Îäíà èç ïðîáëåì, ê îòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè áûñòðî-ìåäëåí-

íûõ ñèñòåì, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñîîòíîøåíèå äèíàìèê åå ïî äñèñòåì ÿâëÿåòñ ÿ íå äî ê îíöà ïî-

íÿòíûì. Áûñòðî-ìåäëåííîå ðàçäåëåíèå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñèëüíîå óïðîùåíèå çà ñ÷åò

àâòîìàòè÷åñê îãî ñëî æ åíèÿ ¾íåïåðåñåê àþùèõ ñ ÿ¿ áûñòðûõ è ìåäëåííûõ ê îìïîíåíò â î äíó ,

ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò . 6, • 1, ñ. 23�52



26 Ì. Êî ëî ìèåö, À. Øèëüíèêîâ

ïîëíóþ äèíàìèêó èñ õ î äíîé ìî äåëè. Ò àê àÿ âîçìî æíîñòü ÿâëÿåòñ ÿ óíèê àëüíîé è íåòèïè÷íîé

äëÿ áîëüøèíñòâà ñèñòåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ò àê îå ïð ÿìîå ñëî æ åíèå íèê îã äà íå ðàáîò àåò

âáëèçè áèôóðê àöèé â ïî äñèñòåìàõ èëè ê îã äà ðåøåíèÿ îáåèõ ïî äñèñòåì èìåþò ïî äîáíûå âðå-

ìåííûå øê àëû, ê àê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ãîìîêëèíèê èëè ñåäëî-óçëîâ. Ñèíåðãåòèê à áûñòðûõ

è ìåäëåííûõ âçàèìî äåéñòâèé ìî æ åò ïðèâî äèòü ê âåñüìà íåòèïè÷íûì áèôóðê àöèîííûì ÿâ-

ëåíèÿì, âîçìî æíûì òîëüê î â ïîëíîé ñèñòåìå [54 ], íà íèõ ìû è áó äåì ê îíöåíòðèðîâàòü

âíèìàíèå, íà ïðèìåðå ïðåäñò àâëåííîé ìàòåìàòè÷åñê îé ìî äåëè àáñòðàêòíîãî íåéðîíà.

Ýòî ìî æ åò ñëóæèòü ò àêæ å íåê îòîðûì ïðåäîñòåðåæ åíèåì äëÿ ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòè-

ê îâ, ïîñê îëüêó îò äåëüíî âûÿâëåííûå äèíàìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ìîãóò îñò àòüñ ÿ âíå ôîêó ñà

ïðèëî æ åíèé, åñëè îíè íå ÿâëÿþòñ ÿ òèïè÷íûìè, ò . å. íå èìåþò ìàëóþ ê îðàçìåðíîñòü, â òåð-

ìèíàõ òåîðèè áèôóðê àöèé. Ýòî, òåì íå ìåíåå, íå ê àñàåòñ ÿ íåê îòîðûõ ñëî æíûõ è ê àæóùèõ ñ ÿ

ýêçîòè÷åñêèìè äèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ê îòîðûå èìåþò ìåñòî âî ìíîãèõ íåéðîííûõ ìî äåëÿõ,

íàïðèìåð, � â óïðîùåííîé ìî äåëè ñåð äå÷íîãî èíòåðíåéðîíà ïèÿâêè. Ê ò àêèì ÿâëåíèÿì îò-

íîñèòñ ÿ áèôóðê àöèÿ ¾ê àò àñòðîôà ãîëóáîãî íåáà¿ , à ò àêæ å ã ëîáàëüíûå áèôóðê àöèè, ñâÿçàí-

íûå ñ ñóùåñòâîâàíèåì ñåäëîâûõ è ñåäëî-óçëîâûõ ïåðèî äè÷åñêèõ òðàåêòîðèé [23 , 32, 33, 34 ].

Ò àêèå áèôóðê àöèè èìåþò ê îðàçìåðíîñòü î äèí, ò . å. ÿâëÿþòñ ÿ òèïè÷íûìè, è, ñëåäîâàòåëüíî,

ìîãóò íàáëþ äàòüñ ÿ â äðóãèõ ìî äåëÿõ.

Ñê àçàííîå ò àêæ å ñïðàâåäëèâî è äëÿ äðóãèõ ëþáîïûòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèé, âêëþ-

÷àÿ ãîìîêëèíè÷åñêèå, ïîðî æäàþùèå íåî æèäàííûå õ àîòè÷åñêèå âçðûâû â áûñòðî-ìåäëåí-

íûõ íåéðîííûõ ìî äåëÿõ [4, 15 , 29, 30 , 31, 34, 93 , 24].

Ã îìîêëèíè÷åñêèå áèôóðê àöèè ñåäåë â ñèíãó ëÿðíî-âîçìóùåííûõ âàðèàíò àõ îáñóæäà-

þòñ ÿ â ñëåäóþùåé ÷àñòè ñò àòüè. Ìû ïîê àæ åì, ÷òî ïðîñò àÿ ãîìîêëèíè÷åñê àÿ áèôóðê àöèÿ,

ïîðî æäàþùàÿ åäèíñòâåííûé ó ñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë â áûñòðîé, ïëîñê îé ïî äñèñòåìå,

ïðè ñèíãó ëÿðíîì âîçìóùåíèè ìî æ åò âûçâàòü ñìåíó âåäóùåãî íàïðàâëåíèÿ â ñåäëå, ÷òî,

â ñâîþ î÷åðåäü, ìî æ åò ïðèâåñòè ê âîçíèêíîâåíèþ ñëî æíîé äèíàìèêè â ìî äåëè. Ìû ïî-

ê àæ åì, ÷òî õ àîñ, âîçíèê àþùèé â ìîìåíò ïåðåõ î äà ìåæäó òîíè÷åñêèì ðåæèìîì ê îëåáàíèé

è ïà ÷å÷íûì, ìî æ åò áûòü îáúÿñíåí â ðàìê àõ òåîðèè ãîìîêëèíè÷åñêèõ áèôóðê àöèé ê îðàç-

ìåðíîñòè äâà, ê îòîðûå, òåì íå ìåíåå, ÿâëÿþòñ ÿ òèïè÷íûìè äëÿ áûñòðî-ìåäëåííûõ ñèñòåì.

Îäíîé èç îñîáåííîñòåé ò àêèõ áèôóðê àöèé ÿâëÿåòñ ÿ òî, ÷òî îíè âêëþ÷àþò áèôóðê àöèè

ó äâîåíèÿ ê àê ïåðèî äè÷åñêèõ, ò àê è ãîìîêëèíè÷åñêèõ îðáèò [64, 65].

Â ê îíöå ñò àòüè ìû ò àêæ å îáñó äèì ãåîìåòðè÷åñêèå ó ñëîâèÿ, ïðè ê îòîðûõ ìî äåëü ÕÐ ìî-

æ åò äåìîíñòðèðîâàòü ãîìîêëèíè÷åñêèå áèôóðê àöèè äâóõ ðàçíûõ òèïîâ, ñâÿçàííûõ ñ ñóùå-

ñòâîâàíèåì ñåäëî-óçëîâîãî ïåðèî äè÷åñê îãî äâèæ åíèÿ. Ïåðâàÿ � ýòî ¾ê àò àñòðîôà ãîëóáîãî

íåáà¿ [58, 59]. Ýòî ýôôåêòíîå íàçâàíèå ïðèñâîåíî ïîñëåäíåé èç ñåìè èçâåñòíûõ òèïè÷-

íûõ áèôóðê àöèé (ê îðàçìåðíîñòè î äèí) íà ãðàíèöå ó ñòîé÷èâîñòè ïåðèî äè÷åñêèõ äâèæ åíèé.

Â òî âðåìÿ ê àê ïåðâûå øåñòü õ îðîøî èçâåñòíû óæ å äîñò àòî÷íî äîëãî, áèôóðê àöèÿ ê àò à-

ñòðîôû ãîëóáîãî íåáà áûëà îáíàðóæ åíà Ë. Ï. Øèëüíèê îâûì è Ä. Â. Òóðàåâûì è ïîëíîñòüþ

èçó÷åíà ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî [61 , 62 , 63, 65 ]. Ýò à áèôóðê àöèÿ ò àêæ å îê àçàëàñü òèïè÷íîé

äëÿ ñèñòåì, îáëàäàþùèõ íåñê îëüêèìè âðåìåííûìè øê àëàìè [65, 66]. Îñîáûé, ïðèêëàäíîé,

èíòåðåñ ê ýòîé áèôóðê àöèè ñ òî÷êè çðåíèÿ íåéðî äèíàìèêè îáó ñëîâëåí òåì, ÷òî ¾ê àò àñòðî-

ôà ãîëóáîãî íåáà¿ îïèñûâàåò íåïðåðûâíûé è îáðàòèìûé ïåðåõ î ä ìåæäó ïåðèî äè÷åñêèìè

ïà ÷å÷íûìè è òîíè÷åñêèìè ðåæèìàìè ê îëåáàíèÿìè â íåéðîííûõ ìî äåëÿõ, ò àêèõ ê àê, íà-

ïðèìåð, ðåäóöèðîâàííàÿ ìî äåëü ñåð äå÷íîãî èíòåðíåéðîíà ïèÿâêè [32 , 33 ].

Îäíèì èç äèíàìè÷åñêèì ñâîéñòâ âòîðîé áèôóðê àöèè ÿâëÿåòñ ÿ áèñò àáèëüíîñòü, ò . å.

ê îã äà â íåéðîííîé ìî äåëè ñîñóùåñòâóþò î äíîâðåìåííî ê àê òîíè÷åñêèå, ò àê è ïà ÷å÷íûå

ðåæèìû ê îëåáàíèÿ [23, 25 ]. Ò àêèå ÿâëåíèÿ íàáëþ äàþòñ ÿ îïÿòü æ å â ðåäóöèðîâàííîé ìî äå-

ëè ñåð äå÷íîãî èíòåðíåéðîíà ïèÿâêè, à ò àêæ å â ìî äåëè íåéðîíà R15. Óê àçàííàÿ ã ëîáàëü-

ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò . 6, • 1, ñ. 23�52



Ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äëÿ ìîäå ëè Õèíäìàðø � Ð îóç 27

íàÿ áèôóðê àöèÿ, îáíàðóæ åííàÿ è èçó÷åííàÿ Ëóêüÿíîâûì è Øèëüíèê îâûì [91], îïèñûâàåò

äèíàìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ èñ÷åçíîâåíèåì ñåäëî-óçëîâîé ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòû

ñ íåãðóáîé ãîìîêëèíè÷åñê îé òðàåêòîðèåé. Ìû ïîê àæ åì, ÷òî âáëèçè ò àê îé áèôóðê àöèè ìî-

äåëü ÕÐ ìî æ åò ãåíåðèðîâàòü õ àîòè÷åñêèå ïà ÷êè ñ íåïðåäñê àçó åìûì ÷èñëîì ñïàéê îâ â ê àæ-

äîé èç íèõ, ïðè÷åì ê àê ïîñòî ÿííî, ò àê è âðåìåííî, ò . å. ïðåæäå ÷åì åå äèíàìèê à ó ñò àíîâèòñ ÿ

íà ïåðèî äè÷åñê îì òîíè÷åñê îì àòòðàêòîðå. Ò àê îå ïîâåäåíèå ìî äåëè âáëèçè ïåðåõ î äà âûçâà-

íî âîçíèêíîâåíèåì ñ÷åòíîãî ìíî æ åñòâà ïî äê îâ Ñìåéëà [34 , 35 , 92].

Ïðåäñò àâëåííûå ÷èñëåííûå ðåçó ëü ò àòû, áàçèðóþùèåñ ÿ íà ñòðîãîé ê à ÷åñòâåííîé òåîðèè

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [64 , 65 ], íå îãðàíè÷èâàþòñ ÿ äàííîé ìî äåëüþ è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà-

íû äëÿ èçó÷åíèÿ äðóãèõ ñèñòåì, âêëþ÷àÿ ìíîãîìåðíûå ìî äåëè íåéðîíîâ ãîëîâíîãî ìîçã à,

à ò àêæ å ìî äåëåé èíòåðíåéðîíîâ, ôîðìèðóþùèõ ò àê íàçûâàåìûå ãåíåðàòîðû öåíòðàëüíûõ

äâèæ åíèé, ê îòîðûå îïðåäåëÿþò è ê îíòðîëèðóþò ðàçëè÷íûå ðèòìè÷åñêèå ìîòîðíûå äâèæ å-

íèÿ, âêëþ÷àÿ õ î äüáó , äûõ àíèå, ê àð äèîðèòìû, è ìíîãîå äðóãîå.

2. Áèôóðê àöèè â áûñòðîé ïî äñèñòåìå ÕÐ-ìî äåëè

Ïðåäåë " = 0 âûäåëÿåò áûñòðóþ ïî äñèñòåìó

_x = y � ax3 + 3x2 + 5 � z = P(x; y; � ) � z;

_y = � 3 � 5x2 � y = Q(x; y; � )
(2)

ìî äåëè ÕÐ (1), ã äå ìåäëåííàÿ ïåðåìåííàÿ z ñò àíîâèòñ ÿ áèôóðê àöèîííûì ïàðàìåòðîì. Äëÿ

íà ÷àëà ìû ðàññìîòðèì áèôóðê àöèè â ýòîé ïî äñèñòåìå ïðè èçìåíåíèè z . ×èñëåííûé àíàëèç

ê àê ïî äñèñòåìû (2), ò àê è ïîëíîé ìî äåëè âûïîëíåí ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàê åò à ïðîãðàìì

CONTENT [74, 75 ].

Ñîñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî äñèñòåìû (2) ëåæ àò â ïëîñê îñòè (x; y) íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ

íó ëåâûõ èçîêëèí (íó ëüêëèí) P(x; y; � ) � z = 0 è Q(x; y; � ) = 0 . Âàðèàöèè z äâèã àþò ïåðâóþ

íó ëüêëèíó â ïëîñê îñòè è âìåñòå ñ íåé � ñîñòî ÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Ïðàâûå ÷àñòè áûñòðîé ïî ä-

ñèñòåìû ïî äîáðàíû ò àê, ÷òîá îíà èìåëà ëèáî î äíî, ëèáî òðè ãðóáûõ ñîñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Çàâèñèìîñòü ê îîð äèíàò ñîñòî ÿíèé ðàâíîâåñèÿ (2) îò z ïîê àçàíà íà ðèñóíê å 2.

Â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (z; x; y) , âêëþ÷àþùåì âñå òðè ïåðåìåííûå, ñî-

ñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ áûñòðîé ïî äñèñòåìû (2) âû÷åð÷èâàþò ïðîñòðàíñòâåííóþ êðèâóþ M eq,

ïðè èçìåíåíèè z îò � 15 äî 5. Íà ðèñóíê àõ 2 è 5 ó ñòîé÷èâûå è íåó ñòîé÷èâûå ñåãìåíòû

ýòîé êðèâîé ïîê àçàíû êðàñíûì è ñèíèì öâåòîì ñîîòâåòñòâåííî. Èç ýòèõ áèôóðê àöèîííûõ

äèàãðàìì âèäíî, ÷òî ê îã äà z < � 11, áûñòðàÿ ïî äñèñòåìà èìååò î äíî ó ñòîé÷èâîå ñîñòî ÿíèå

ðàâíîâåñèÿ, ê îòîðîå ñîîòâåòñòâó åò ¾äåïîëÿðèçîâàííîìó¿ (âåð õíåìó) ñîñòî ÿíèþ íåéðîíà.

Ïðè óâåëè÷åíèè z ýòî ñîñòî ÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñò àíîâèòñ ÿ íåó ñòîé÷èâûì â ðåçó ëü ò àòå ìÿãê îé

áèôóðê àöèè Àíäðîíîâà � Õîïôà. Òèï ò àê îé áèôóðê àöèè, à ò àêæ å ó ñòîé÷èâîñòü ñîñòî ÿíèÿ

ðàâíîâåñèÿ â áèôóðê àöèîííûé ìîìåíò îïðåäåëÿþòñ ÿ çíàê îì ïåðâîé ëÿïóíîâñê îé âåëè÷è-

íû, ê îòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå îòðèöàòåëüíà. Ýòî îçíà ÷àåò , ÷òî ïðè áèôóðê àöèè èç ñîñòî ÿ-

íèÿ ðàâíîâåñèÿ ðî æäàåòñ ÿ åäèíñòâåííûé ïðåäåëüíûé öèêë, ïðè÷åì ðî æäåíèå ïðîèñ õ î äèò

â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ z . Âàðüèðó ÿ z , ìû ìî æ åì ïîñòðîèòü ìíîãîîáðàçèå M lc , ñîñòî ÿùåå

èç ó ñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ áûñòðîé ïî äñèñòåìû (2). Îíî èìååò ôîðìó ýëëèïòè÷å-

ñê îãî ïàðàáîëîèäà (ñì. ðèñ. 7).

Ñ ïîìîùüþ êðèâûõ xmax è xmin ðèñóíê à 2 ìî æíî ïîíÿòü, ê àê ìåíÿåòñ ÿ ðàçìåð ïðå-

äåëüíîãî öèêëà ïðè èçìåíåíèè áèôóðê àöèîííîãî ïàðàìåòðà. Óê àçàííûé ïî äõ î ä ñîñò àâëÿåò
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îñíîâó ò àê íàçûâàåìîé òåõíèêè ïðî äîëæ åíèÿ ïî ïàðàìåòðó , ê îòîðàÿ ïðåäñò àâëÿåòñ ÿ î÷å-

âèäíîé â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Íèæ å ìû îáîáùèì ýòîò ïî äõ î ä, ñ òåì ÷òîáû íàéòè íå ñòîëü

ïðîñòûå ìíîãîîáðàçèÿ áûñòðûõ-ìåäëåííûõ äâèæ åíèé â ïîëíîé ïî äñèñòåìå. Âåòâü êðèâîé,

îáîçíà ÷åííîé ÷åðåç hxi íà ðèñ. 2, ïîê àçûâàåò çàâèñèìîñòü ñðåäíèõ ê îîð äèíàò ïðåäåëüíîãî

öèêëà, ó ñðåäíåííûõ ïî åãî ïåðèî äó îáû÷íûì îáðàçîì:

hx(z)i = 1
T(z)

Z T (z)

0
� (t ; z) dt; (3)

çäåñü x = � (t; z) ( x = ( x; y) ) � óðàâíåíèå ïðåäåëüíîãî öèêëà â áûñòðîé ïî äñèñòåìå ïðè

äàííîì z . Çàìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè z ñðåäíÿÿ âåòê à hxi ïðèáëèæ àåòñ ÿ ê ìèíèìàëü-

íîé xmin . Ïåðåä òåì, ê àê îáå ñîìêíóòñ ÿ, ñèñòåìà (2) ïðåòåðïåâàåò ñåäëî-óçëîâóþ áèôóðê à-

öèþ ñîñòî ÿíèé ðàâíîâåñèÿ â ìîìåíò ê àñàíèÿ íó ëüêëèí P(x; y; � ) � z = 0 è Q(x; y; � ) = 0 .

Äâå íîâûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íó ëüêëèí ñîîòâåòñòâóþò ó ñòîé÷èâîìó è ñåäëîâîìó ñîñòî ÿíè-

ÿì ðàâíîâåñèÿ, îáîçíà ÷åííûì, ñîîòâåòñòâåííî, Oh è Os íà ðèñ. 3, íà ê îòîðîì èçîáðàæ åíà

ôàçîâàÿ ïëîñê îñòü áûñòðîé ïî äñèñòåìû (2) â ìîìåíò ñîñóùåñòâîâàíèÿ ó ñòîé÷èâûõ ïðåäåëü-

íîãî öèêëà è íèæíåãî (ïî x ) ñîñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äàííàÿ ê àñàòåëüíàÿ, èëè ñåäëî-óçëîâàÿ

áèôóðê àöèÿ, èìååò ìåñòî íà íèæíåé ñêëàäê å ìíîãîîáðàçèÿ M eq (ñì. ðèñ. 2).

Ïðî äîëæ àÿ ó ñòîé÷èâóþ è ñåäëîâóþ âåòêè ïî ïàðàìåòðó z , ìî æíî îáíàðóæèòü Z -îá-

ðàçíóþ ôîðìó ìíîãîîáðàçèÿ M eq, ñîñò àâëåííîãî èç ñîñòî ÿíèé ðàâíîâåñèé áûñòðîé ïî äñè-

ñòåìû. Ò àê àÿ ôîðìà òèïè÷íà äëÿ ìíîãèõ íåéðîííûõ ìî äåëåé. Ò àê, åå íèæíÿÿ âåòê à ñîñòî-

èò èç ó ñòîé÷èâûõ ñîñòî ÿíèé ðàâíîâåñèÿ, ê îòîðûå àññîöèèðóþòñ ÿ ñ ãèïåðïîëÿðèçîâàííûìè

ñîñòî ÿíèÿìè ïîê î ÿ íåéðîíà. Äåïîëÿðèçîâàííûå è ãèïåðïîëÿðèçîâàííûå âåòâè ìíîãîîáðà-

çèÿ M eq ñîåäèíåíû ïîðîãîâûì ñåãìåíòîì, ñîñòî ÿùèì èç ñåäåë áûñòðîé ïî äñèñòåìû (2). Ò àê

íàçûâàåìàÿ ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà � ñåäëîâîãî ñîñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ Os åñòü ñóììà ñîáñòâåí-

íûõ çíà ÷åíèé ìàòðèöû ëèíåàðèçàöèè ïðàâîé ÷àñòè (2) â ñåäëå. Ýòè çíà ÷åíèÿ îïðåäåëÿþò

ò àêæ å ó ñòîé÷èâûå è íåó ñòîé÷èâûå íàïðàâëåíèÿ, ê àñàòåëüíûå, ñîîòâåòñòâåííî, ê î äíîìåð-

íûì ó ñòîé÷èâûì è íåó ñòîé÷èâûì ñåïàðàòðèñàì ñåäëà (ñì. ðèñ. 3). Èç ýòîãî ðèñóíê à âèäíî,

÷òî ó ñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà ñåäëà ðàçäåëÿåò ôàçîâóþ ïëîñê îñòü íà îáëàñòè ïðèò ÿæ åíèÿ

ó ñòîé÷èâîãî ñîñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ Oh (ãèïåðïîëÿðèçîâàííîãî) è ó ñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî

öèêëà. Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà z ó ñòîé÷èâàÿ è íåó ñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñû ñåäëà ìîãóò

ñîìêíóòüñ ÿ, ôîðìèðó ÿ ãîìîêëèíè÷åñêóþ ïåò ëþ ñåäëà (èëè, èíà ÷å ãîâîð ÿ, ïåò ëþ ñåïàðàòðè-

ñû ñåäëà). Äàííàÿ ê îíôèãóðàöèÿ îòâå÷àåò íåâûðî æäåííîé ãîìîêëèíè÷åñê îé áèôóðê àöèè

ê îðàçìåðíîñòè î äèí íà ïëîñê îñòè, ïðè ó ñëîâèè, ÷òî ñåäëî ÿâëÿåòñ ÿ íåðåçîíàíñíûì, ò . å. åãî

ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà � îò ëè÷íà îò íó ëÿ.

Êàê áûëî ïîê àçàíî â [43 ], ò àê àÿ áèôóðê àöèÿ ïîðî æäàåò åäèíñòâåííûé ïðåäåëüíûé

öèêë, ê îòîðûé áó äåò íåó ñòîé÷èâûì ïðè � > 0 èëè ó ñòîé÷èâûì ïðè � < 0. Íåòðó äíî

ïðîâåðèòü, ÷òî ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà â íàøåì ñëó÷àå îòðèöàòåëüíà, è ïîòîìó áèôóðê àöè-

îííûé ïàñüÿíñ ñ õ î äèòñ ÿ, ê îã äà ó ñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, âîçíèê àþùèé â ðåçó ëü ò à-

òå ìÿãê îé áèôóðê àöèè Àíäðîíîâà � Õîïôà, çàê àí÷èâàåòñ ÿ ãîìîêëèíè÷åñê îé ïåò ëåé ñåäëà.

Ïî õ îðîøî èçâåñòíîìó ôàêòó èç òåîðèè ãîìîêëèíèê, ïåðèî ä Ò (z) ïðåäåëüíîãî öèêëà ðàñ-

òåò ëîã àðèôìè÷åñêè áûñòðî ê àê � ln jzh � zj ïðè ïðèáëèæ åíèè öèêëà ê ñåäëó , îòâå÷àþùåìó

çíà ÷åíèþ zh ' 1:0856. Ïîñê îëüêó ðàçìåð ïðåäåëüíîãî öèêëà îñò àåòñ ÿ ê îíå÷íûì, ñðåäíÿÿ

âåòê à hxi òîíè÷åñê îãî ìíîãîîáðàçèÿ âõ î äèò â ñåäëî íà M eq ïðàêòè÷åñêè âåðòèê àëüíî. Íà-

ïîìíèì, ÷òî âûáîð ê îýôôèöèåíòîâ â ïîëèíîìèàëüíûõ ïðàâûõ ÷àñò ÿõ ñèñòåìû (2) äîëæ åí

áûòü èñêëþ÷èòåëüíî àêêóðàòíûì. Ýòî îçíà ÷àåò , ÷òî áó äü ê îýôôèöèåíòû íåñê îëüê î èçìå-

íåíû, òî ìû ìîã ëè áû ïðîéòè ìèìî ãîìîêëèíè÷åñê îé áèôóðê àöèè íà z -ïàðàìåòðè÷åñê îì

ñðåçå, ê àê ýòî ñëó÷àåòñ ÿ ïðè äðóãèõ çíà ÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a, íàïðèìåð. Äàííîå óòâåð æäåíèå

ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò . 6, • 1, ñ. 23�52



Ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äëÿ ìîäå ëè Õèíäìàðø � Ð îóç 29

Ðèñ. 2. Áèôóðê àöèîííûå äèàãðàììû, ïîê àçûâàþùèå çàâèñèìîñòü ê îîð äèíàò ñîñòî ÿíèÿ ðàâíîâå-

ñèÿ è ïðåäåëüíûõ öèêëîâ áûñòðîé ïî äñèñòåìû (2) îò ¾çàìîðî æ åííîãî¿ ïàðàìåòðà z ïðè " = 0 :

äëÿ a = 1 � ðèñ. ( à )�( â ); äëÿ a = 1 ; 6 � ðèñ. ( ã ). Êðàñíûì öâåòîì îòìå÷åíû ñåãìåíòû, ñîñòî ÿùèå

èç íåó ñòîé÷èâûõ ñîñòî ÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Âåòâè xmin , xmax è hxi îáîçíà ÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ìèíè-

ìàëüíîå, ìàê ñèìàëüíîå è ñðåäíåå çíà ÷åíèÿ ê îîð äèíàò ïðåäåëüíûõ öèêëîâ áûñòðîé ïî äñèñòåìû.

Çàìåòèì, ÷òî íà ðèñóíê àõ ( à )�( â ) âåòâè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ çàê àí÷èâàþòñ ÿ ãîìîêëèíè÷åñê îé áè-

ôóðê àöèåé íà ñåäëîâîì ñåãìåíòå ìíîãîîáðàçèÿ M eq . Â îò ëè÷èå îò ýòîãî, â ñëó÷àå ðèñ. ( ã ) äàííûå

âåòâè è âîçíèê àþò , è çàê àí÷èâàþòñ ÿ ìÿãêèìè, ïð ÿìîé è îáðàòíîé, ñîîòâåòñòâåííî, áèôóðê àöèèÿ-

ìè Àíäðîíîâà � Õîïôà, ïîñê îëüêó ñîîòâåòñòâóþùèé z -ïàðàìåòðè÷åñêèé ñðåç ïðî õ î äèò âûøå êðè-

âîé HB ãîìîêëèíè÷åñê îé áèôóðê àöèè, ê àê ïîê àçàíî íà ðèñóíê å 4.

ïî äêðåïëåíî ðèñóíê àìè 2 ã è 4 à , ïîê àçûâàþùèìè, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M lc , ñîòê àííîå èç ïðå-

äåëüíûõ öèêëîâ áûñòðîé ïî äñèñòåìû, ê àê íà ÷èíàåòñ ÿ, ò àê è çàê àí÷èâàåòñ ÿ ìÿãêèìè áè-

ôóðê àöèÿìè Àíäðîíîâà � Õîïôà, åñëè ïîëî æèòü a > 1:6. Ýòî îçíà ÷àåò , ÷òî òåêóùèé z -ïàðà-

ìåòðè÷åñêèé ñðåç ïî-ïðåæíåìó ïåðåñåê àåò ñîîòâåòñòâóþùóþ áèôóðê àöèîííóþ êðèâóþ AH
äâàæäû â ïëîñê îñòè (a; z) ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (2) ïðè a = 1 :6, íî ïðî õ î äèò íåñê îëüê î

âûøå áèôóðê àöèîííîé êðèâîé HB , îòâå÷àþùåé ñóùåñòâîâàíèþ ãîìîêëèíè÷åñê îé ïåò ëè

ñåäëà Os . Ìû âåðíåìñ ÿ ê ýòîé ñèòó àöèè íèæ å ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñà ïðåîáðàçîâàíèÿ

êâàäðàòíûõ ïà ÷åê èìïó ëüñîâ â ïëàòîîáðàçíûå (ñì. ðèñ. 8).
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Ðèñ. 3. Ôàçîâûé ïîðòðåò áûñòðîé ïî äñèñòåìû (2) ïðè z = 1 (ñëåâà). Ó ñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà ñåä-

ëà Os ðàçäåëÿåò ôàçîâóþ ïëîñê îñòü íà îáëàñòè ïðèò ÿæ åíèÿ ó ñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà L d

è ãèïåðïîëÿðèçîâàííîãî ñîñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ Oh . Ïðè a = 1 è óâåëè÷åíèè z ïðåäåëüíûé öèêë âëè-

ïàåò â ãîìîêëèíè÷åñêóþ ïåò ëþ ñåäëà. Ïåðèî ä ïðåäåëüíîãî öèêëà ðàñòåò ëîã àðèôìè÷åñêè îò (z� zh )
ïðè ïðèáëèæ åíèè åãî ê ñåäëîâîìó ñîñòî ÿíèþ ðàâíîâåñèÿ, ã äå zh ' 1:0856 (ñïðàâà).

Ðèñ. 4. Áèôóðê àöèîííûå äèàãðàììû áûñòðîé ïî äñèñòåìû (2) â ïëîñê îñòè ïàðàìåòðîâ (z; a) . ×å-

ðåç AH , SN è HB îáîçíà ÷åíû áèôóðê àöèîííûå êðèâûå, îòâå÷àþùèå, ñîîòâåòñòâåííî, áèôóðê àöèÿì

Àíäðîíîâà-Õîïôà, ñåäëî-óçëîâîé è ãîìîêëèíè÷åñê îé ïåò ëè ñåäëà. Ò î÷ê à BP áèôóðê àöèè Áà óòè-

íà ðàçáèâàåò êðèâóþ AH íà ¾ìÿãêóþ¿ è ¾æ åñòêóþ¿ âåòâè. Êðèâàÿ AH íà ÷èíàåòñ ÿ èç òî÷êè BT
ê îðàçìåðíîñòè äâà (ò àê íàçûâàåìàÿ òî÷ê à Áîã äàíîâà � Ò àê åíñà), ïðè ê îòîðîé ïî äñèñòåìà (2) èìååò

ñîñòî ÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñ äâóìÿ íó ëåâûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè. Â äàííîé òî÷ê å îáå ñêëàäêè íà M eq

ñëèâàþòñ ÿ è èñ÷åçàþò , ò àê ÷òî ìíîãîîáðàçèå òåð ÿåò ãèñòåðåçèñ, ò . å. ñò àíîâèòñ ÿ ìîíîòîííûì ïî z .

Ïðè a = 1 z -ïàðàìåòðè÷åñêèé ñðåç ïðî õ î äèò ñðàçó ÷åðåç âñå òðè áèôóðê àöèîííûå êðèâûå, î äíàê î

ïîñëå òîãî ê àê a ñò àíîâèòñ ÿ áîëüøå 1:213281, ñîîòâåòñòâóþùèé ñðåç íå âêëþ÷àåò ãîìîêëèíè÷å-

ñêóþ áèôóðê àöèþ. Ýòî îçíà ÷àåò , ÷òî ïðåäåëüíûé öèêë, ìÿãê î âîçíèê àþùèé èç äåïîëÿðèçîâàííîãî

ñîñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñò ÿãèâàåòñ ÿ îáðàòíî â ôîêó ñ ïðè óâåëè÷åíèè z .

3. Áèôóðê àöèÿ â ïîëíîé ìî äåëè

Êîã äà ìàëûé ïàðàìåòð îò ëè÷åí îò íó ëÿ, z ñò àíîâèòñ ÿ ìåäëåííîé äèíàìè÷åñê îé ïå-

ðåìåííîé, ñî ñê îðîñòüþ èçìåíåíèÿ ïîð ÿäê à " . Â íàøèõ ÷èñëåííûõ ýê ñïåðèìåíò àõ " áó äåò

ðàçóìíî ìàëûì. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìî äåëè ÕÐ ÿâëÿåòñ ÿ ëèíåéíûì ê àê ïî x ,

ò àê è ïî z . Ëèíåéíîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿåòñ ÿ ïðèíöèïèàëüíûì ñâîéñòâîì ìî äåëè,

õ îò ÿ ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè áîëåå ïðîñòóþ èíòåðïðåò àöèþ åå äèíàìèêè. Ïîñê îëüêó ìåäëåííîå

ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò . 6, • 1, ñ. 23�52



Ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äëÿ ìîäå ëè Õèíäìàðø � Ð îóç 31

óðàâíåíèå íå ñî äåð æèò ïåðåìåííîé y , òî ïëîñê îñòü s(x � x0) � z = 0 â òðåõìåðíîì ôàçî-

âîì ïðîñòðàíñòâå ìî äåëè ÿâëÿåòñ ÿ åå ìåäëåííîé íó ëüêëèíîé, íà ê îòîðîé ïðîèçâî äíàÿ z0

ïî âðåìåíè îáðàùàåòñ ÿ â íó ëü. Ëåãê î âèäåòü, ÷òî z0 > 0 è z0 < 0 íàõ î äÿòñ ÿ âûøå è, ñîîò-

âåòñòâåííî, íèæ å äàííîé ïëîñê îñòè. Âàðüèðó ÿ áèôóðê àöèîííûé ïàðàìåòð x0 , ìû îïó ñê àåì

èëè ïî äíèìàåì ìåäëåííóþ íó ëüêëèíó z0 = 0 â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

3.1. Ñîñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Êîîð äèíàòû ñîñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìî äåëè ÕÐ íå çàâèñèò îò " , à èõ ó ñòîé÷èâîñòü çà-

âèñèò . Ñîñòî ÿíèå ðàâíîâåñèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìî äåëè � ýòî òî÷ê à, ã äå ìåäëåííàÿ

íó ëüêëèíà z0 = 0 ïåðåñåê àåò î äíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M eq ïîê î ÿ áûñòðîé ïî äñèñòåìû. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ìåíÿÿ ïàðàìåòð x0 , ìû äâèã àåì ìåäëåííóþ íó ëüêëèíó , è òåì ñàìûì âûíóæäàåì

äâèã àòüñ ÿ âäîëü M eq, ò àêèì îáðàçîì ¾ïî äñâå÷èâàÿ¿ èëè âû÷åð÷èâàÿ ýòî ìåäëåííîå ìíîãî-

îáðàçèå. Äàííàÿ èäåÿ ïðî äîëæ åíèÿ ïî ¾ñê àíèðóþùåìó¿ ïàðàìåòðó , ïðîèëëþñòðèðîâàííàÿ

íà ðèñóíê å 5, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè æ åëàåìîå ìíîãîîáðàçèå â ïîëíîé ñèñòåìå áåç

ïðåäøåñòâóþùåé äåê îìïîçèöèè íà áûñòðûå è ìåäëåííîå óðàâíåíèÿ. Ò àê îé ïî äõ î ä îñîáåí-

íî öåíåí äëÿ ìíîãîìåðíûõ íåéðîííûõ ìî äåëåé ñ íåñê îëüêèìè âðåìåííûìè øê àëàìè, ã äå

àäåêâàòíàÿ áûñòðî-ìåäëåííàÿ äåê îìïîçèöèÿ ÷àñòî íåâîçìî æíà, äà è íå ÿâëÿåòñ ÿ íåîá õ î äè-

ìîé. Ã ëàâíîå ÷òî íàì íóæíî � ýòî íàéòè ñàìîå ìåäëåííîå óðàâíåíèå â ìî äåëè, è âûáðàòü

â íåì ïî äõ î äÿùèé áèôóðê àöèîííûé ïàðàìåòð äëÿ ñê àíèðîâàíèÿ ìíîãîîáðàçèé ìåäëåííûõ

äâèæ åíèé. Áîëåå òîãî, äëÿ äàííîé öåëè ò àê îé ïàðàìåòð ìî æ åò áûòü ââåäåí èñêó ññòâåííî.

Ðèñ. 5. Ò î÷ê à ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M eq ïîê î ÿ è ìåäëåííîé íó ëüêëèíû z0 = 0 äàåò ñîñòî ÿíèå

ðàâíîâåñèÿ ìî äåëè XP ïðè ôèê ñèðîâàííîì çíà ÷åíèå áèôóðê àöèîííîãî ïàðàìåòðà õ 0 . Â îêíàõ ïî-

ê àçàíû õ àðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîê àçàòåëè ñîñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìî äåëè ïðè ñê îëüæ åíèè âäîëü M eq

ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà x0 .

Äàëåå, ìû ðàññìîòðèì áèôóðê àöèè ñîñòî ÿíèé ðàâíîâåñèÿ â ïîëíîé ìî äåëè è ðàçáå-

ðåìñ ÿ, ê àêèì îáðàçîì îíè ñîîòâåòñòâóþò áèôóðê àöèÿì â áûñòðîé ïî äñèñòåìå íà òîì æ å

ìíîãîîáðàçèè M eq. Ìû áó äåì äâèã àòüñ ÿ âäîëü ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðè óìåíüøåíèè ïàðà-

ìåòðà x0 îò 5 äî � 2 (ñì. ðèñ. 5). Èò àê, ñíà ÷àëà ìåäëåííàÿ íó ëüêëèíà z0 = 0 ïåðåñåê àåò M eq
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â òî÷ê å ñëåâà îò òî÷êè AH . Çäåñü ñîñòî ÿíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñ ÿ ó ñòîé÷èâûì ôîêó ñîì

â ïðîñòðàíñòâå (y; x) . Âèäíî, ÷òî íà M eq z0 > 0 ëåâåå è z0 < 0 ïðàâåå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ,

ò . å. ñîñòî ÿíèå ðàâíîâåñèÿ â îãðàíè÷åíèè íà ìåäëåííîå ìíîãîîáðàçèå ò àêæ å ÿâëÿåòñ ÿ ó ñòîé-

÷èâûì ïî ïåðåìåííîé z , ñ ñîîòâåòñòâóþùèì õ àðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîê àçàòåëåì ïîð ÿäê à � " .

Ïðè óìåíüøåíèè x0 , ñîîòâåòñòâóþùèì z îê îëî � 11, ìåäëåííàÿ ïî äñèñòåìà (2) ïðå-

òåðïåâàåò ìÿãêóþ áèôóðê àöèþ Àíäðîíîâà � Õîïôà. Ñèíõðîííî òî æ å ñàìîå èìååò ìåñòî

è â ïîëíîé ìî äåëè, ê îã äà ïàðà ê îìïëåê ñíî-ñîïð ÿæ åííû õ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñîñòî ÿíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ ïåðåñåê àåò ìíèìóþ îñü ñëåâà íàïðàâî. Îäíàê î ñëåäóþùèå äâå áèôóðê àöèè Àíäðî-

íîâà � Õîïôà, îáîçíà ÷åííûå ÷åðåç AH=SN íà ìåäëåííîì ìíîãîîáðàçèè M eq íà ðèñóíê å 5,

ïðèíöèïèàëüíî îò ëè÷àþòñ ÿ îò äàííîé, ïîñê îëüêó âîçíèê àþò çà ñ÷åò âçàèìî äåéñòâèÿ îáåèõ,

áûñòðîé è ìåäëåííîé, ïî äñèñòåì ìî äåëè (1). Ò àê, ðàññìîòðèì ñîñòî ÿíèå ðàâíîâåñèÿ íà äðó-

ãîé, ãèïåðïîëÿðèçîâàííîé âåòê å M eq ïðè x0 = � 2:3. Îíî ó ñòîé÷èâîå, ñ òðåìÿ äåéñòâèòåëü-

íûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè, î äíî èç ê îòîðûõ ïîð ÿäê à � " . Ïðè óâåëè÷åíèè x0 ñîñòî ÿíèå

ðàâíîâåñèÿ äâèæ åòñ ÿ â íàïðàâëåíèè íèæíåé ñêëàäêè íà êðèâîé M eq, çàòåì ïðî õ î äèò ÷åðåç

íåå è ïî äûìàåòñ ÿ âûøå íà ñðåäíþþ ñåäëîâóþ âåòêó ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî

äàííîå ñîñòî ÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñî õðàíÿåòñ ÿ ê àê òî÷ê à ïåðåñå÷åíèÿ ìåäëåííîé íó ëüêëèíû z0 =
= 0 ñ ìíîãîîáðàçèåì M eq, â òî âðåìÿ ê àê åãî ó ñòîé÷èâîñòü ìåíÿåòñ ÿ, ê àê òîëüê î îíî ïðî õ î-

äèò ÷åðåç ñêëàäêó è ñò àíîâèòñ ÿ ñåäëîì ñ äâóìÿ ïîëî æèòåëüíûìè è î äíèì îòðèöàòåëüíûì

ñîáñòâåííûìè ïîê àçàòåëÿìè. Ïîñê îëüêó ñåäëî-óçëîâàÿ áèôóðê àöèÿ íå èìååò ìåñò à â ïîë-

íîé ìî äåëè (òî÷ê à ïåðåñå÷åíèÿ íó ëüêëèí ñî õðàíÿåòñ ÿ), òî âûáîð âîçìî æíûõ áèôóðê àöèé

ê îðàçìåðíîñòè î äèí ïðè ïîòåðå ó ñòîé÷èâîñòè ýòîãî ñîñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñóæ àåòñ ÿ äî áè-

ôóðê àöèè Àíäðîíîâà � Õîïôà. Â ñàìîì äåëå, íàïîìíèì, ÷òî ñêëàäê à ñîîòâåòñòâó åò ñåäëî-

óçëîâîé áèôóðê àöèè ñîñòî ÿíèé ðàâíîâåñèÿ â áûñòðîé ïî äñèñòåìå (2), ê îã äà î äèí èç ïîê àçà-

òåëåé ñîñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, èëè ê îðíåé õ àðàêòåðèñòè÷åñê îãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, ïðî-

õ î äèò ÷åðåç íó ëü. Ó ñòîé÷èâîñòü ñîñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ïîëíîé ïî äñèñòåìå îïðåäåëÿåòñ ÿ,

ñîîòâåòñòâåííî, ê îðíÿìè êóáè÷åñê îãî óðàâíåíèÿ. Íåòðó äíî âèäåòü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè x0

¾áûñòðûé¿ îòðèöàòåëüíûé ê îðåíü óâåëè÷èâàåòñ ÿ íà ïî äõ î äå ñîñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ê ñêëàä-

ê å, ñò àíîâÿñü ïîð ÿäê à ìåäëåííîãî ê îðíÿ ê àê � " , çàòåì îáà ñëèâàþòñ ÿ, ôîðìèðó ÿ êðàòíûé

ê îðåíü, è âïîñëåäñòâèè ïàðó ê îìïëåê ñíî-ñîïð ÿæ åííû õ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïî-ïðåæíåìó âå-

ëè÷èíîé ïîð ÿäê à ìàëîãî ïàðàìåòðà. Êîã äà ñîñòî ÿíèå ðàâíîâåñèÿ ïî äíèìàåòñ ÿ âûøå ñêëàä-

êè, ýò à ïàðà ïåðåñåê àåò ìíèìóþ îñü íàïðàâî, ñëèâàåòñ ÿ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè â äâîéíîé

ê îðåíü, ê îòîðûé ðàçäåëÿåòñ ÿ íà ïîëî æèòåëüíûå ìàëûé (èëè ìåäëåííûé) è áîëüøîé (áûñò-

ðûé) ïîê àçàòåëè. Ò àê îå ïðîñòîå ñåäëî èìååò î äèí îòðèöàòåëüíûé è äâà ïîëî æèòåëüíûõ

ïîê àçàòåëÿ, ñóììà ê îòîðûõ âñå æ å îñò àåòñ ÿ îòðèöàòåëüíîé. Ò àê àÿ ñóììà, íàçûâàåìàÿ âòî-

ðîé ñåäëîâîé âåëè÷èíîé, ïîòðåáó åòñ ÿ íàì ïðè îáñóæäåíèè ãîìîêëèíè÷åñêèõ áèôóðê àöèé.

Ò àêèì îáðàçîì, ê îã äà ìåäëåííàÿ íó ëüêëèíà ïðî õ î äèò ÷åðåç ñêëàäêó , åäèíñòâåííîå ñîñòî ÿ-

íèå ðàâíîâåñèÿ ìî äåëè ïðåòåðïåâàåò ñèíãó ëÿðíî âîçìóùåííûé òèï áèôóðê àöèè Àíäðîíî-

âà � Õîïôà. Õàðàêòåð áèôóðê àöèè, à ò àêæ å ó ñòîé÷èâîñòü ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòû, ê îòîðàÿ

âîçíèê àåò èç ñîñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îïðåäåëÿþòñ ÿ çíàê îì ëÿïóíîâñê îé âåëè÷èíû, îöåíèâà-

åìîé ïî ïðàâîé ÷àñòè áûñòðîé ïî äñèñòåìû (1) ìî äåëè ÕÐ , ò . å. íå çàâèñèò îò åå ìåäëåííîãî

óðàâíåíèÿ [52]. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ò àêèå âûðî æäåííûå áèôóðê àöèè Àíäðîíîâà � Õîïôà

ïðèâî äÿò ê âîçíèêíîâåíèþ ñïåöèàëüíûõ ðåøåíèé, íàçûâàåìûõ ¾ðåøåíèÿ-óòêè¿ [69 , 70, 71 ].

3.2. Ïåðèî äè÷åñêèå îðáèòû ïðè ìàëîì "

Ôàçîâàÿ òî÷ê à ìî äåëè ÕÐ ïðè " = 0 ñ õ î äèòñ ÿ ê àòòðàêòîðó áûñòðîé ïî äñèñòåìû, ê îòî-

ðûì ÿâëÿåòñ ÿ åå ó ñòîé÷èâîå ñîñòî ÿíèå ðàâíîâåñèÿ, èëè ïðåäåëüíûé öèêë. Êîã äà àòòðàêòîð
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Ðèñ. 6. ( à ) Ò î÷ê à ïåðåñå÷åíèÿ ìåäëåííîé íó ëüêëèíû z0 = 0 ñ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé hxi ñîîòâåò-

ñòâó åò ñîñòî ÿíèþ ðàâíîâåñèþ ó ñðåäíåííîãî óðàâíåíèÿ (5), ïðàâàÿ ÷àñòü ê îòîðîãî ïîê àçàíà ïðè òðåõ

ðàçëè÷íûõ çíà ÷åíèÿõ áèôóðê àöèîííîãî ïàðàìåòðà x0 (ñïðàâà). Ó ñòîé÷èâîñòü ñîñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ó ñðåäíåííîãî óðàâíåíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, è ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòû íà M lc , âûòåê àåò èç îòðèöàòåëü-

íîñòè íàêëîíà ãðàôèê à ôóíêöèè hRi â ïåðåñå÷åíèè ñ ãîðèçîíò àëüíîé îñüþ. Îòñóòñòâèå íó ëåé hRi ,

ê àê ïðè x0 = 1 :42, îçíà ÷àåò ãîòîâíîñòü ìî äåëè XÐ ãåíåðèðîâàòü ïà ÷å÷íóþ àêòèâíîñòü.

áûñòðîé ïî äñèñòåìû ÿâëÿåòñ ÿ ýê ñïîíåíöèàëüíî ó ñòîé÷èâûì, òî îí çàâèñèò ã ëàäê î îò z . Ò à-

êèì îáðàçîì, âàðüèðó ÿ z , ìû ïîëó÷èì ã ëàäê îå ïðèò ÿãèâàþùèå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå,

ê îòîðûì ÿâëÿåòñ ÿ èëè ïðîñòðàíñòâåííàÿ êðèâàÿ M eq, ñîáðàííàÿ èç ñîñòî ÿíèé ðàâíîâåñèé,

èëè äâóìåðíàÿ öèëèíäðè÷åñê àÿ ïîâåð õíîñòü M lc , îáðàçîâàííàÿ ó ñòîé÷èâûìè ïðåäåëüíûìè

öèêëàìè áûñòðîé ïî äñèñòåìû (2). Áîëåå òîãî, ò àê îå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñ ÿ öåíòðàëüíûì

ìíîãîîáðàçèåì ñèñòåìû, ñî õðàíÿþùèìñ ÿ ïðè íåíó ëåâîì " = 0 . Ôàçîâàÿ òî÷ê à ñèíãó ëÿðíî

âîçìóùåííîé áûñòðî-ìåäëåííîé ñèñòåìû ïðè 0 < " � 1 âåäåò ñåá ÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

çà ê îíå÷íîå âðåìÿ îíà äîñòèã àåò ìàëîé îêðåñòíîñòè óê àçàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ò àê ÷òî

åå z -ê îìïîíåíò à îñò àåòñ ÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòî ÿííîé. Ïîòîì îíà ìåäëåííî äâèæ åòñ ÿ âäîëü

ìíîãîîáðàçèÿ ñî ñê îðîñòüþ ïîð ÿäê à " ïî z . Êîã äà ôàçîâàÿ òî÷ê à ïðèáëèæ àåòñ ÿ ê ìíîãîîá-

ðàçèþ M lc , îíà íà ÷èíàåò âðàùàòüñ ÿ âîêðóã íåãî. Ìåäëåííîå äâèæ åíèå âäîëü M eq ëèáî îãðà-

íè÷åíî ó ñòîé÷èâûì ñîñòî ÿíèåì ðàâíîâåñèÿ íà íåì, ëèáî ôàçîâàÿ òî÷ê à äîñòèã àåò ñêëàäêè,

îòêó äà îíà ïîïàäàåò íà öèëèíäðè÷åñê îå ìíîãîîáðàçèå M lc . Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñ ÿ ! -ïðåäåëü-

íûì ìíî æ åñòâîì äëÿ âûõ î äÿùèé ñåïàðàòðèñû ñåäëî-óçëà áûñòðîé ïî äñèñòåìû íà ñêëàäê å.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü äèíàìèêó ôàçîâîé òî÷êè âáëèçè öèëèíäðè÷åñê îãî ìíîãîîáðà-

çèÿ M lc(" ) , ïðåäïîëî æèì, ÷òî èçâåñòíî óðàâíåíèå x = � (t; z) ïðåäåëüíîãî öèêëà ïåðèî äà

Ò (z) áûñòðîé ïî äñèñòåìû ïðè äàííîì çíà ÷åíèè z . Ïî äñò àâëÿÿ ýòî óðàâíåíèå â ïðàâóþ ÷àñòü

ìåäëåííîãî óðàâíåíèÿ è ó ñðåäíÿÿ óðàâíåíèå çà ïåðèî ä ïðåäåëüíîãî öèêëà, ìû ïîëó÷àåì

ó ñðåäíåííîå óðàâíåíèå

z0 = "hR(x)i � "
T(z)

Z T (z)

0
R(z; � (t; z))d t; (4)

èëè, â íàøåì ëèíåéíîì ñëó÷àå,

z0 = "(4(hxi � x0) � z): (5)

Äàííîå óðàâíåíèå äàåò ïðèáëèæ åíèå ïåðâîãî ïîð ÿäê à ïî " äëÿ ýâîëþöèè ìåäëåííîé ê îì-

ïîíåíòû ôàçîâîé òî÷êè âáëèçè òîíè÷åñê îãî ìíîãîîáðàçèÿ M lc [48 ]. Ïîñê îëüêó ôîðìà êðè-

âîé hxi èç (3) èçâåñòíà (ñì. ò àêæ å ðèñ. 2), ìû ìî æ åì îïðåäåëèòü ïðàâóþ ÷àñòü ó ñðåäíåííîãî
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Ðèñ. 7. Òðåõìåðíàÿ âåðñèÿ ðèñóíê à 6 à . Ñèíÿÿ òî÷ê à ÿâëÿåòñ ÿ öåíòðîì ò ÿæ åñòè ó ñòîé÷èâîé ïåðèî-

äè÷åñê îé îðáèòû íà òîíè÷åñê îì ìíîãîîáðàçèè M lc . Îíà íàõ î äèòñ ÿ â ïåðåñå÷åíèè íó ëüêëèíû z0 = 0
è ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé hxi , ñîåäèíÿþùåé ïåðâè÷íóþ áèôóðê àöèþ Àíäðîíîâà � Õîïôà ñ ãîìî-

êëèíè÷åñê îé. Ôàçîâàÿ òî÷ê à, âðàùàÿñü âîêðóã M lc , ñ äâèã àåòñ ÿ â íàïðàâëåíèè (îò) ãîìîêëèíè÷åñê î-

ãî êðàÿ âäîëü ìíîãîîáðàçèÿ, ê îã äà íàõ î äèòñ ÿ âûøå (íèæ å) âûäåëåííîé ïëîñê îñòè � íó ëüêëèíû z0 =
= 0 . Êîã äà ïðîòèâîïîëî æíûå ñèëû ê îìïåíñèðóþò äðóã äðóã à çà ïîëíûé îáîðîò òî÷êè, â ñðåäíåì

çà ïåðèî ä îáðàùåíèÿ îíà îñò àåòñ ÿ íà ìåñòå � íà òîé æ å ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòå íà ìíîãîîáðàçèè.

óðàâíåíèÿ íå àíàëèòè÷åñêè, à ãðàôè÷åñêè. Ãðàôèê ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè hRi ïîê àçàí

íà ðèñóíê å 6.

Ëåãê î âèäåòü èç ýòîãî ðèñóíê à, ÷òî ê îã äà hRi èìååò ïðîñòîé íó ëü, ò . å. åå ãðàôèê ïåðå-

ñåê àåò ãîðèçîíò àëüíóþ îñü òðàíñâåðñàëüíî ñâåð õó âíèç, òîã äà ìî äåëü ÕÐ , ñîîòâåòñòâåííî,

èìååò åäèíñòâåííóþ, ó ñòîé÷èâóþ (è ïî ïåðåìåííîé z ) ïåðèî äè÷åñêóþ îðáèòó íà ìíîãîîáðà-

çèè M lc . Åå ïîëî æ åíèå çàâèñèò îò òîãî, ã äå ìåäëåííàÿ íó ëüêëèíà z0 = 0 ïåðåñåê àåò ìíîãîîá-

ðàçèå, òî÷íåå, åãî ó ñðåäíåííóþ âåòâü, îáîçíà ÷åííóþ ê àê hxi , òî÷ê à ïåðåñå÷åíèÿ íà ê îòîðîé

ñîîòâåòñòâó åò ¾öåíòðó ò ÿæ åñòè¿ èñê îìîé ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòû. Ìåíÿÿ x0 , ìû ïðîâî äèì

ðàçíûå ñðåçû ìåäëåííîé íó ëüêëèíîé z0 = 0 ÷åðåç M lc , è, ñëåäîâàòåëüíî, íàõ î äèì ïåðèî-

äè÷åñêóþ îðáèòó â ðàçíûõ ïîçèöèÿõ íà ìíîãîîáðàçèè, ê àê ïîê àçàíî íà ðèñóíê å 7. Êîã äà

îðáèò à îò äåëåíà îò ¾ãîìîêëèíè÷åñê îãî êðàÿ¿ , îíà ó ñòîé÷èâà è ñîîòâåòñòâó åò ïåðèî äè÷å-

ñêèì òîíè÷åñêèì ê îëåáàíèÿì â ìî äåëè ÕÐ .

Ìû õ îòåëè áû ïî ä÷åðêíóòü, ÷òî âåòâü hxi ñîåäèíÿåò òî÷êè, îòâå÷àþùèå áèôóðê àöèÿì

Àíäðîíîâà � Õîïôà è îáðàçîâàíèÿ ïåò ëè ñåäëà â áûñòðîé ïî äñèñòåìå, è, ñëåäîâàòåëüíî, èìå-

åò ñîîòâåòñòâóþùóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. Çàìåòèì, î äíàê î, ÷òî åñëè áû ìåäëåííîå óðàâ-

íåíèå íå áûëî ëèíåéíûì, òî òî÷ê à ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé âåòâè è ìåäëåííîé íó ëüêëèíû z0 = 0
íå áûëà áû áîëüøå öåíòðîì ò ÿæ åñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðèî äè÷åñê îãî äâèæ åíèÿ. Ò àêæ å

çàìåòèì, ÷òî ïðîñòîå ¾êðóã ëîå¿ ïåðèî äè÷åñê îå äâèæ åíèå ìî äåëè ÕÐ íàõ î äèòñ ÿ âáëèçè ìíî-

ãîîáðàçèÿ M lc , ïîëó÷åííîãî èç åå áûñòðîé ïî äñèñòåìû. Åãî ïîëî æ åíèå íà M lc çàâèñèò îò x0 ,

è ïîòîìó , ìåíÿÿ x0 , ìû çàñò àâëÿåì ïåðèî äè÷åñêóþ îðáèòó äâèã àòüñ ÿ âäîëü M lc . Ò àêèì îá-

ðàçîì, èñê îìîå òîíè÷åñê îå ìíîãîîáðàçèå ìî æ åò áûòü íàéäåíî ïàðàìåòðè÷åñêè â ïîëíîé

ñèñòåìå ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ ìåòî äà ïðî äîëæ åíèÿ ïî ïàðàìåòðó , áåç ðàñùåïëåíèÿ ìî äåëè

íà áûñòðûå è ìåäëåííûå ïåðåìåííûå â ïðåäåëå " = 0 .
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4. Îáðàçîâàíèå ïà ÷åê

Ìî äåëü ÕÐ èìååò î äíó èç òèïè÷íûõ ê îíôèãóðàöèé ìíîãîîáðàçèé ìåäëåííûõ äâèæ åíèé

äëÿ êâàäðàòíûõ ïà ÷å÷íûõ ê îëåáàíèé [16, 36 , 37, 38, 20 ]. Îíà âêëþ÷àåò Z -îáðàçíóþ õ àðàê-

òåðèñòèêó äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M lc ïîê î ÿ (ñì. ðèñ. 1). Åãî íèæíÿÿ ó ñòîé÷èâàÿ âåòâü ñîîòâåò-

ñòâó åò ãèïåðïîëÿðèçîâàííîìó ñîñòî ÿíèþ íåéðîíà. Åãî âåð õíÿÿ (äåïîëÿðèçîâàííàÿ) âåòâü

íåó ñòîé÷èâà â äàííîé ê îíôèãóðàöèè, ïîñê îëüêó îêðóæ åíà òîíè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì M lc ,

ñîñòî ÿùèì èç ïðåäåëüíûõ öèêëîâ áûñòðîé ïî äñèñòåìû. Ýòî ìíîãîîáðàçèå çàê àí÷èâàåòñ ÿ

â áûñòðîé ïî äñèñòåìå ãîìîêëèíè÷åñê îé áèôóðê àöèåé. Ð àçíåñåííûå ïî z ãèïåðïîëÿðèçî-

âàííàÿ ñêëàäê à è ãîìîêëèíè÷åñê àÿ áèôóðê àöèÿ ñîçäàþò ãèñòåðåçèñ â áûñòðîé ïî äñèñòå-

ìå, íåîá õ î äèìûé äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïà ÷åê â ïîëíîé ìî äåëè. Â ïà ÷å÷íîì ðåæèìå ôàçîâàÿ

òî÷ê à ïåðåêëþ÷àåòñ ÿ ïîî÷åðåäíî ìåæäó òîíè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì M lc è ìíîãîîáðàçèåì

ïîê î ÿ M eq, ê îã äà îíà äî õ î äèò äî ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâ ìíîãîîáðàçèé, ò . å. äî ñêëàäêè èëè

äî ãîìîêëèíèêè. Ïîìèìî ãèñòåðåçèñà, äðóãèì íåîá õ î äèìûì ó ñëîâèåì äëÿ ãåíåðàöèè ïà ÷åê

â ìî äåëè (1) ÿâëÿåòñ ÿ òðàíçèòèâíîñòü îáîèõ ìíîãîîáðàçèé, à èìåííî: íà íèõ íå äîëæíî áûòü

ó ñòîé÷èâûõ ñîñòî ÿíèé ðàâíîâåñèÿ è ïåðèî äè÷åñêèõ äâèæ åíèé. Â äàííîé ìî äåëè ïîñëåäíåå

ó ñëîâèå âûïîëíÿåòñ ÿ, ê îã äà ìåäëåííàÿ íó ëüêëèíà z0 = 0 ïåðåñåê àåò ìíîãîîáðàçèå M eq â åãî

ñðåäíåé, ñåäëîâîé âåòê å, íèæ å òîíè÷åñê îãî ìíîãîîáðàçèÿ M lc . Ò àêèì îáðàçîì, áûñòðûé

ïðûæ îê ñ íèæíåé ñêëàäêè íà M eq ââåð õ íà M lc îçíà ÷àåò íà ÷àëî àêòèâíîé ôàçû ïà ÷êè,

çàê àí÷èâàþùèéñ ÿ ãîìîêëèíè÷åñêèì êðàåì òîíè÷åñê îãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïîñëå ÷åãî ôàçîâàÿ

òî÷ê à âîçâðàùàåòñ ÿ íà ãèïåðïîëÿðèçîâàííóþ âåòêó [12 , 13, 14, 17 , 18].

Â ñëó÷àå, ê îã äà åñòü ó ñòîé÷èâîå ïåðèî äè÷åñê îå äâèæ åíèå íà òîíè÷åñê îì ìíîãîîáðàçèè,

ñî õðàíÿþùååñ ÿ äî åãî ãîìîêëèíè÷åñê îãî êðàÿ (ñì. ðèñ. 7), ìî äåëü ÕÐ ãåíåðèðó åò òîíè÷å-

ñêèå ê îëåáàíèÿ, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, áåñê îíå÷íî äëèííûå ïà ÷êè. Ò åïåðü îáñó äèì, ê àêèì

îáðàçîì òîíè÷åñêèå ê îëåáàíèÿ òðàíñôîðìèðóþòñ ÿ â ïà ÷êè ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà x0 .

ßñíî, ÷òî ýòî ñâÿçàííî ñ ìåõ àíèçìàìè èñ÷åçíîâåíèÿ ïðîñòîãî ó ñòîé÷èâîãî öèêëà íà ìíîãî-

îáðàçèè M lc . ×èñëî ñïàéê îâ â ïà ÷ê å îïðåäåëÿåòñ ÿ ÷èñëîì îáîðîòîâ ôàçîâîé òî÷êè, ê îòîðûå

îíà äåëàåò âîêðóã òîíè÷åñê îãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïîñëå åå ïðûæê à ñ ãèïåðïîëÿðèçîâàííîé âåò-

êè è äî òîãî, ê àê îíà äîñòèãíåò ãîìîêëèíè÷åñê îãî êðàÿ òîíè÷åñê îãî ìíîãîîáðàçèÿ. Äðóãè-

ìè ñëîâàìè, ïðî äîëæèòåëüíîñòü ïà ÷êè (èëè åå àêòèâíîé ôàçû) ìî æ åò áûòü îöåíåíà ÷åðåç

ó ñðåäíåííîå óðàâíåíèå (5). Âèäíî, ÷òî ÷åì áëèæ å ãðàôèê ôóíêöèè hRi ê ãîðèçîíò àëüíîé

îñè â îêðåñòíîñòè ãîìîêëèíè÷åñê îé áèôóðê àöèè, òåì áîëüøå ïðî äîëæèòåëüíîñòü ïà ÷êè è,

ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî ñïàéê îâ â íåé. Ôàêòè÷åñêè, ëèíåéíîñòü ìåäëåííîãî óðàâíåíèÿ ìî äå-

ëè íå äàåò ýôôåêòèâíîãî ê îíòðîëÿ çà äëèíîé ïà ÷êè, êðîìå ãåîìåòðè÷åñê îãî, âûðàæ åííî-

ãî â íåîá õ î äèìîñòè äåð æ àòü íåáîëüøîé çàçîð ìåæäó âåòê îé hxi è ïëîñê îñòüþ, ìåäëåííîé

íó ëüêëèíîé z0 = 0 :
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ¾àëü òåðíàòèâíûé¿ ìåõ àíèçì óâåëè÷åíèÿ ïðî äîëæèòåëüíîñòè

ïà ÷åê çà ñ÷åò ñìåíû èõ ôîðìû íà ïëàòîïî äîáíûå, ïîê àçàííûå íà ðèñóíê å 8. Ýòî äîñòèã à-

åòñ ÿ íå â ðåçó ëü ò àòå âçàèìî äåéñòâèÿ ìåæäó áûñòðîé è ìåäëåííîé ïî äñèñòåìàìè ìî äåëè,

à èñêëþ÷èòåëüíî çà ñ÷åò íåòðàíñâåðñàëüíîñòè áèôóðê àöèé â áûñòðîé ïî äñèñòåìå. Íàïîì-

íèì ïðî ðèñóíîê 2, èç ê îòîðîãî âèäíî, ÷òî òåðìèíàëüíûå ôàçû òîíè÷åñê îãî ìíîãîîáðà-

çèÿ M lc ìîãóò ìåíÿòüñ ÿ ïðè èçìåíåíèè ïðàâûõ ÷àñòåé áûñòðîé ïî äñèñòåìû. Ò àê, ïðè a = 1 ,

M lc çàê àí÷èâàåòñ ÿ ãîìîêëèíè÷åñê àÿ ïåò ëåé ñåäëà, â òî âðåìÿ ê àê ïðè a = 1 ; 66 � îáðàòíîé

ìÿãê îé áèôóðê àöèåé Àíäðîíîâà � Õîïôà Ñîîòâåòñòâåííî, ïëàòîïî äîáíûå ïà ÷êè ïðèáëèçè-

òåëüíî â äâà ðàçà äëèííåå êâàäðàòíûõ ïà ÷åê. Äàííûé àðòåôàêò ïåðåñòðîéêè äèíàìèêè

áûñòðîé ïî äñèñòåìû ìî äåëè ÕÐ ÷àñòî èíòåðïðåòèðó åòñ ÿ áîëåå ã ëîáàëüíî, ê àê ðåçó ëü ò àò

òîðìîçÿùåãî ñèíîïòè÷åñê îãî âçàèìî äåéñòâèÿ, âîçíèê àþùåãî â ïàðå èç ò àêèõ íåéðîíîâ [22 ].

Áîëåå òîãî, â ìîìåíò ê àñàíèÿ ìî æíî íàáëþ äàòü õ àîòè÷åñê îå ïåðåêëþ÷åíèå ìåæäó îáîèìè

ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò . 6, • 1, ñ. 23�52



36 Ì. Êî ëî ìèåö, À. Øèëüíèêîâ

Ðèñ. 8. Êâàäðàòíûå ïà ÷êè ïðåâðàùàþòñ ÿ â ïëàòîïî äîáíûå, ïîñëå òîãî ê àê òîíè÷åñê îå ìíîãîîáðà-

çèå M lc ñò àíîâèòñ ÿ ê àñàòåëüíûì ê ñåäëîâîé âåòê å ìíîãîîáðàçèÿ M eq è çàê àí÷èâàåòñ ÿ â ðåçó ëü ò àòå

îáðàòíîé áèôóðê àöèè Àíäðîíîâà � Õîïôà íà åå äeïîëÿðèçîâàííîé âåòê å. Ôîðìà ïà ÷åê è èõ ïðî-

äîëæèòåëüíîñòü â ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçâåðòê å ìåíÿþòñ ÿ õ àîòè÷åñêè â ìîìåíò òðàíñôîðìàöèè. Çà-

ìåòèì, ÷òî ôàçîâàÿ òî÷ê à ìî æ åò çàò ÿãèâàòüñ ÿ âäîëü ñåäëîâîé âåòêè M eq ïîñëå ãîìîêëèíè÷åñê îé

áèôóðê àöèè äî âåð õíåé ñêëàäêè.

òèïàìè ïà ÷åê. Ò àê, ôàçîâàÿ òî÷ê à, ïî äîéäÿ ê ãîìîêëèíè÷åñê îì êðàþ ìíîãîîáðàçèÿ M lc , ìî-

æ åò çàò ÿíóòüñ ÿ âäîëü ñåäëîâîé âåòêè M eq âêëþ÷èòåëüíî äî åå âåð õíåé äåïîëÿðèçîâàííîé

ñêëàäêè. Äâèã àÿñü âäîëü íåå, îíà ìî æ åò ñïîðàäè÷åñêè ñðûâàòüñ ÿ ñ íåå, ê àê âíèç íà ãè-

ïåðïîëÿðèçîâàííóþ âåòêó M eq, ñãåíåðèðîâàâ òåì ñàìûì êâàäðàòíóþ ïà ÷êó , ò àê è ââåð õ

íà äåïîëÿðèçîâàííóþ âåòêó , ïîðî äèâ ïëàòîîáðàçíóþ ïà ÷êó . Ò àê îé òèï ïîâåäåíèÿ ò àêæ å àñ-

ñîöèèðó åòñ ÿ ñ ¾ðåøåíèÿìè-óòê àìè¿ , ïî ä ê îòîðûìè ïîíèìàþòñ ÿ ðåøåíèÿ, çàò ÿãèâàþùèåñ ÿ

íåíîðìàëüíî äîëãî ïî íåó ñòîé÷èâîé âåòê å ìåäëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ â ñèíãó ëÿðíî-âîçìó-

ùåííîé ñèñòåìå.

5. Ìåäëåííîå îòîáðàæ åíèå Ïó àíê àðå

Â ýòîé ÷àñòè è íèæ å ìû ðàññìîòðèì ïåðåõ î äû îò òîíè÷åñê îé àêòèâíîñòè ìî äåëè ê ãåíå-

ðèðîâàíèþ êâàäðàòíûõ ïà ÷åê èìïó ëüñîâ è èçó÷èì ã ëîáàëüíûå áèôóðê àöèè, ê îòîðûå ëåæ àò

â îñíîâå ò àêèõ ïåðåõ î äîâ. Èõ îñîáåííîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ïðîèñ õ î äÿò â äîñò àòî÷íî

óçê îì îêíå ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ, ã äå íàáëþ äàåòñ ÿ õ àîñ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîíèìàíèÿ

ïðè÷èí âîçíèêíîâåíèÿ õ àîñà íàì ïîòðåáóþòñ ÿ èíñòðóìåíò àðèé, áîëåå ïðî äâèíóòûé, ÷åì

ó ñðåäíåííîå óðàâíåíèå (5). Ò àê îå î äíîìåðíîå óðàâíåíèå õ îðîøî îáúÿñíÿåò ó ñòîé÷èâîñòü

è ëîê àëüíûå áèôóðê àöèè, ïî äîáíûå ñåäëî-óçëîâûì äëÿ ïåðèî äè÷åñêèõ äâèæ åíèé íà ìíî-

ãîîáðàçèè M lc , íî ñò àíîâèòñ ÿ áåñïîëåçíûì äëÿ äðóãèõ áèôóðê àöèé, âêëþ÷àÿ ó äâîåíèÿ ïåðè-

î äà. Ìû ïîê àæ åì, ê àêèì îáðàçîì ýòî ó ñðåäíåííîå óðàâíåíèå ìî æ åò áûòü ñê îíâåðòèðîâàíî

â ñîîòâåòñòâóþùåå î äíîìåðíîå îòîáðàæ åíèå Ïó àíê àðå äëÿ àíàëèçà áèôóðê àöèé ó äâîåíèÿ
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ïåðèî äà. Îòîáðàæ åíèÿ Ïó àíê àðå ÿâëÿþòñ ÿ ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì äëÿ èçó÷åíèÿ ëþáûõ

íåëîê àëüíûõ áèôóðê àöèé, âêëþ÷àÿ ãîìîêëèíè÷åñêèå. Â áûñòðî-ìåäëåííûõ ñèñòåìàõ ò à-

ê îå îòîáðàæ åíèå ïðåäñò àâëÿåòñ ÿ ê àê ê îìïîçèöèÿ íåñê îëüêèõ ôðàãìåíòîâ, îïèñûâàþùèõ

ðàçëè÷íûå ñò àäèè ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé, à ò àêæ å áûñòðûå ïðûæêè ìåæäó ìåäëåííûìè

ôàçàìè. Ò àê, îòîáðàæ åíèå Ïó àíê àðå, ñîîòâåòñòâóþùåå ìåäëåííîìó äâèæ åíèþ îê îëî òîíè-

÷åñê îãî ìíîãîîáðàçèÿ, ìî æ åò áûòü âûâåäåíî èç ó ñðåäíåííîãî óðàâíåíèÿ (5), â òî âðåìÿ ê àê

îòîáðàæ åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå áûñòðîìó ïðûæêó , îïèñûâàåòñ ÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïî-

ð ÿäê à ïî " ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ áûñòðîé ïî äñèñòåìû ïðè êðèòè÷åñê îì çíà ÷åíèè ìàëîãî

ïàðàìåòðà z�
, ñîîòâåòñòâóþùåì ïðûæêó . Ò àê àÿ ê îìáèíèðîâàííàÿ òåõíèê à, â ÷àñòíîñòè, äî-

ñò àòî÷íî áëèçê à ê èñïîëüçó åìîé ïðè èçó÷åíèè ãîìîêëèíè÷åñêèõ áèôóðê àöèé [64, 65 ], à ò àê-

æ å áèôóðê àöèè ê àò àñòðîôû ãîëóáîãî íåáà â áûñòðî-ìåäëåííûõ ñèñòåìàõ [66 ]. Îïðåäåëèì

îòîáðàæ åíèå Ïó àíê àðå íà íåê îé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé, òðàíñâåðñàëüíîé ê òðàåêòîðèÿì

ñèñòåìû âáëèçè M lc . Ò àê îå îòîáðàæ åíèå ìî æíî çàïèñàòü â âèäå

zn+1 = zn + "hR(zn ; x0)i T(z) + o("); (6)

ê îòîðîå ÿâëÿåòñ ÿ, ôîðìàëüíî ãîâîð ÿ, ó ñðåäíåííûì óðàâíåíèåì (5), ïåðåïèñàííûì â ôîðìå

ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ âðåìåííûì øàãîì, ðàâíûì ïåðèî äó ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòû íà ìíî-

ãîîáðàçèè M lc íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ïðè äàííîì z . Ð àññìîòðèì ñâîéñòâà îòîáðàæ åíèÿ

(6). Ïåðâîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñ ÿ î÷åâèäíûì: åãî íåïî äâèæíàÿ òî÷ê à ñîîòâåòñòâó åò íó ëþ óæ å

èçâåñòíîé ôóíêöèè hRi , ïîê àçàííîé íà ðèñóíê å 6, ê îòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîîòâåòñòâó åò

ïåðèî äè÷åñê îìó äâèæ åíèþ ìî äåëè íà òîíè÷åñê îì ìíîãîîáðàçèè M lc . Ñëåäóþùåå: ãðàôèê

îòîáðàæ åíèÿ çàâèñèò , ïîìèìî hRi , îò ïåðèî äà T(z) è ìàëîãî ïàðàìåòðà " . Íî ýòè ïàðàìåòðû

íå îïðåäåëÿþò ó ñòîé÷èâîñòü íåïî äâèæíûõ òî÷åê. ×òî ê àñàåòñ ÿ ïåðèî äà T(z) , òî èçâåñòíî,

÷òî îí ðàñòåò ê àê � ln(zh � z) (ñì. ðèñ. 3) ïðè ïðèáëèæ åíèè ïåðèî äè÷åñê îãî äâèæ åíèÿ ê ãî-

ìîêëèíè÷åñê îé ïåò ëå ñåäëà ïðè z = zh , ò . å. ê ê îíöó òîíè÷åñê îãî ìíîãîîáðàçèÿ. Íà ðèñ. 9

ïîê àçàíî îòîáðàæ åíèå Ïó àíê àðå äëÿ ìî äåëè ÕÐ ïðè " = 0 ; 01. Äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ íàì

íóæíû ðàíåå ïîëó÷åííûå äàííûå îá ó ñðåäíåííîé ôóíêöèè hRi èç ðèñ. 7, à ò àêæ å çíàíèå

çàâèñèìîñòè ïåðèî äà Ò (z) öèêëà îò z âáëèçè ãîìîêëèíèêè èç ðèñ. 3. Äðóãèìè ñëîâàìè,

óìíî æ àåì hRi íà T , ìàñøò àáèðó åì íà " , è ïîëó÷åííûé ãðàôèê ïîâîðà ÷èâàåì íà 45 ãðàäó-

ñîâ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, òîã äà ïîëó÷àåì èñê îìîå îòîáðàæ åíèå, ïîê àçàííîå íà ðèñ. 9.

Ýòîò ðèñóíîê ïîê àçûâàåò ýâîëþöèþ îòîáðàæ åíèÿ Ïó àíê àðå ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåò-

ðà x0 îò � 0:5 äî � 0:1. Åãî ó ñòîé÷èâàÿ íåïî äâèæíàÿ òî÷ê à, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òîíè÷åñê îé

àêòèâíîñòè, òåð ÿåò ó ñòîé÷èâîñòü â ðåçó ëü ò àòå áèôóðê àöèè ó äâîåíèÿ ïåðèî äà. Íåïî äâèæ-

íàÿ òî÷ê à íà ãðàôèê å ñ ïî÷òè âåðòèê àëüíûì íàêëîíîì äîëæíà èíòåðïðåòèðîâàòüñ ÿ ê àê

ôîðìèðîâàíèå ïåò ëè ñåïàðàòðèñû ñåäëà ïðè ãîìîêëèíè÷åñê îé áèôóðê àöèè. Ïîñê îëüêó ïå-

ðèî ä T(z) öèêëà ðàñòåò ëîã àðèôìè÷åñêè áûñòðî, â òî âðåìÿ ê àê çíà ÷åíèå hRi îñò àåòñ ÿ

îòðèöàòåëüíûì âïëîòü äî ãîìîêëèíè÷åñê îé áèôóðê àöèè ïðè z = zh , òî ãðàôèê îòîáðàæ å-

íèÿ ÿâëÿåòñ ÿ âûïóêëîé êðèâîé. Áëàãî äàð ÿ ýòîìó íåïî äâèæíàÿ òî÷ê à òåð ÿåò ó ñòîé÷èâîñòü

â ðåçó ëü ò àòå áèôóðê àöèè ó äâîåíèÿ ïåðèî äà ïðè óâåëè÷åíèè åå z -ê îîð äèíàòû â ñòîðîíó ãî-

ìîêëèíè÷åñê îãî çíà ÷åíèÿ zh . Ñðàçó ïîñëå ïåðâîé áèôóðê àöèè ó äâîåíèÿ ïåðèî äà ìî äåëü

íà ÷èíàåò ãåíåðèðîâàòü ñïàéêè äóïëåò àìè, ïîòîì êâàäðóïëåò àìè, è ò . ä., ïðåæäå ÷åì åå äè-

íàìèê à ñò àíîâèòñ ÿ õ àîòè÷åñê îé, ÷òî âûðàæ àåòñ ÿ ïî ÿâëåíèåì ïà ÷åê ñ íåïðåäñê àçó åìûì ÷èñ-

ëîì ñïàéê îâ â ê àæäîé. Ýòî ÷èñëî çàâèñèò îò òîãî, ê àê áëèçê î ôàçîâàÿ òî÷ê à ïî äõ î äèò

ê íåïî äâèæíîé òî÷ê å îòîáðàæ åíèÿ (è ¾çàâèñàåò¿ ð ÿäîì ñ íåé). Êàñê àä ó äâîåíèÿ ïåðèî äà,

ïîëíûé èëè íåò , ïðåäøåñòâóþùèé ãîìîêëèíè÷åñêèì áèôóðê àöèÿì ñåäëà, ÿâëÿåòñ ÿ òèïè÷-

íûì ÿâëåíèåì ïðè ïåðåõ î äå îò òîíè÷åñê îé ê ïà ÷å÷íîé àêòèâíîñòè â íåéðîííûõ ìî äåëÿõ

â ê àòåãîðèè êâàäðàòíûõ ïà ÷åê [3 , 36, 31, 57 , 24].
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Ðèñ. 9. Îòîáðàæ åíèÿ Ïó àíê àðå äëÿ x0 = � 0:5; � 0:8; � 0:9; � 0:1; çäåñü äëÿ âèçó àëüíûõ öåëåé " = 0 ; 1.

Åãî ó ñòîé÷èâàÿ íåïî äâèæíàÿ òî÷ê à ñîîòâåòñòâó åò òîíè÷åñê îé ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòå. Íåïî äâèæíàÿ

òî÷ê à òåð ÿåò ó ñòîé÷èâîñòü ÷åðåç áèôóðê àöèþ ó äâîåíèÿ ïåðèî äà, ïðè ïðèáëèæ åíèè ê âåðòèê àëü-

íîìó ñåãìåíòó , ñîîòâåòñòâóþùåìó ãîìîêëèíè÷åñê îé ïåò ëå ñåäëà, ã äå ïåðèî ä òîíè÷åñê îé îðáèòû

ñò àíîâèòñ ÿ áåñê îíå÷íûì â ïðåäåëå z ! zh .

6. Ã îìîêëèíè÷åñêèå áèôóðê àöèè ñåäëà

Êàê ìû óæ å îòìåòèëè ðàíåå, ìåõ àíèçì ôîðìèðîâàíèÿ êâàäðàòíûõ ïà ÷åê, íàçûâàå-

ìûé ¾ñêëàäê à/ãîìîêëèíèê à¿ , íàïð ÿìóþ ñâÿçàí ñ ôîðìèðîâàíèåì ïåò ëè ñåïàðàòðèñû ñåäëà

â áûñòðîé ïî äñèñòåìå ìî äåëè ÕÐ ïðè íåê îòîðîì çíà ÷åíèè zh . Àíàëîãè÷íàÿ áèôóðê àöèÿ

èìååò ìåñòî ò àêæ å è â ïîëíîé ìî äåëè äëÿ íåê îòîðîãî çíà ÷åíèÿ x0 , ïðè ê îòîðîì ìåäëåí-

íàÿ íó ëüêëèíà ïðî õ î äèò ÷åðåç äàííîå ñåäëî íà ñðåäíåé âåòê å ìíîãîîáðàçèÿ M eq. Ýòîò òèï

ãîìîêëèíè÷åñê îé áèôóðê àöèè ê îðàçìåðíîñòè äâà íàçûâàåòñ ÿ orbit-�ip, èëè ñìåíà âåäóùå-

ãî íàïðàâëåíèÿ [65]. Åå áèôóðê àöèîííàÿ ñòðóêòóðà ïî äîáíà äðóãîé ãîìîêëèíè÷åñê îé áè-

ôóðê àöèè (íàçûâàåìîé inclination-switch ) ïðè ñìåíå çíàê à ñåäëîâîé âåëè÷èíû â ìîìåíò

ãîìîêëèíèêè. Ìåòî äû è ðåçó ëü ò àòû èç [80 , 81, 83, 84 , 85] ìîãóò áûòü ò àêæ å ïåðåíåñåíû

è íà ñëó÷àé áûñòðûõ-ìåäëåííûõ ñèñòåì. Îñîáåííîñòüþ ò àê îé ãîìîêëèíè÷åñê îé áèôóðê à-

öèè ÿâëÿåòñ ÿ òî, ÷òî îíà ñîïðîâî æäàåòñ ÿ áèôóðê àöèÿìè ó äâîåíèÿ ïåðèî äà è ïî ÿâëåíèåì

áîëåå ñëî æíûõ ãîìîêëèíèê, à ò àêæ å âîçíèêíîâåíèåì õ àîòè÷åñê îé äèíàìèêè âáëèçè èñ õ î ä-

íîé ïåò ëè ñåïàðàòðèñû, ê îòîðàÿ, ôàêòè÷åñêè, âûçûâàåò ïåðåõ î ä îò ïåðèî äè÷åñê îé òîíè÷å-

ñê îé àêòèâíîñòè ê ïà ÷å÷íîé â ìî äåëè ÕÐ è äðóãèõ ïî äîáíûõ íåéðîííûõ ìî äåëÿõ. Íà ÷íåì

ñ ïëîñê îãî ñëó÷àÿ " = 0 , ã äå ó ñòîé÷èâàÿ ïåðèî äè÷åñê àÿ îðáèò à ¾ñò àíîâèòñ ÿ¿ ãîìîêëèíè÷å-

ñê îé ïåò ëåé ñåäëîâîãî ñîñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîñê îëüêó ïåò ëÿ ó ñòîé÷èâà, òî ñóììà õ àðàê-

òåðèñòè÷åñêèõ ïîê àçàòåëåé ñåäëà � � 1 < 0 è � 2 > 0, íàçûâàåìàÿ â ïëîñê îì ñëó÷àå ñåäëîâîé

âåëè÷èíîé � 1 = � � 1 + � 2 , äîëæíà áûòü îòðèöàòåëüíîé, è ñåäëîâîé èíäåê ñ � = � 1=� 2 �

áîëüøå åäèíèöû [43 , 44]. Áèôóðê àöèè íåáëóæäàþùåãî ìíî æ åñòâà âáëèçè ïåò ëè ò àê îãî ñî-

ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò . 6, • 1, ñ. 23�52



Ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äëÿ ìîäå ëè Õèíäìàðø � Ð îóç 39

Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòü ñðåäíèõ çíà ÷åíèé hxi ïåðèî äè÷åñêèõ äâèæ åíèé îò ïàðàìåòðà x0 , ïîê àçàííàÿ

â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè hzi -ê îîð äèíàò äëÿ ñëåäóþùèõ çíà ÷åíèé ìàëîãî ïàðàìåòðà: " = 0 :001 ( à ),

" = 0 :004 ( á ), " = 0 :008 ( â ) è " = 0 :0127 ( ã ). Âîçíèêíîâåíèå ñêëàäêè íà hxi ìîã ëî áûòü ïðîèí-

òåðïðåòèðîâàíî ê àê ñåäëî-óçëîâàÿ áèôóðê àöèÿ öèêëîâ. Íà ñàìîì æ å äåëå ýò à èëëþçèÿ ïðîåêöèè

êðèâîé hxi íà ïëîñê îñòü (x; z) îáúÿñíÿåòñ ÿ òåì, ÷òî hxi âõ î äèò â ñåäëî âäîëü íàïðàâëåíèÿ, ê àñà-

òåëüíîãî ìíîãîîáðàçèþ M eq .

ñòî ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ èçó÷àþòñ ÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãî î äíîìåðíîãî îòîáðàæ åíèÿ Ïó àíê àðå

x = � + Ax �
(7)

ñ ó ñëîâèåì A > 0 â ñëó÷àå íà ïëîñê îñòè; çäåñü � ÿâëÿåòñ ÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì � òèïà ðàç-

íèöû z � zh âáëèçè ïåò ëè ñåïàðàòðèñû.

Å. À. Ëåîíòîâè÷ [86 ] ïîê àçàëà, ÷òî ê îã äà ñåäëî íå ÿâëÿåòñ ÿ ðåçîíàíñíûì, ò . å. åãî ñåä-

ëîâàÿ âåëè÷èíà � îò ëè÷íà îò íó ëÿ, òî ãîìîêëèíè÷åñê àÿ áèôóðê àöèÿ ê îðàçìåðíîñòè î äèí

ïîðî æäàåò åäèíñòâåííûé ó ñòîé÷èâûé öèêë íà ïëîñê îñòè. Ýòîò öèêë áó äåò ó ñòîé÷èâûì,

åñëè � < 0, ê àê â áûñòðîé ïî äñèñòåìå (2), èëè îí áó äåò íåó ñòîé÷èâûì â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå. Ð àññìîòðèì ñåäëî â ïîëíîé ìî äåëè, ê îã äà ìàëûé ïàðàìåòð " îò ëè÷åí îò íó ëÿ. Çäåñü

ê ¾áûñòðîìó¿ ïîëî æèòåëüíîìó ïîê àçàòåëþ � 2 ñåäëà äîáàâëÿåòñ ÿ åùå î äèí, ïîð ÿäê à " . Ò à-

ê îå ñåäëî èìååò òîïîëîãè÷åñêèé òèï (1, 2), ò . å. ó íåãî åñòü î äíîìåðíîå ó ñòîé÷èâîå è äâó-

ìåðíîå íåó ñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ. Ë. Ï. Øèëüíèê îâ [87] ïîê àçàë, ÷òî â ðåçó ëü ò àòå ãîìî-

êëèíè÷åñê îé áèôóðê àöèè ïðîñòîãî ñåäëà ðî æäàåòñ ÿ åäèíñòâåííàÿ ïåðèî äè÷åñê àÿ îðáèò à,

åñëè ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà îòðèöàòåëüíà. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà � îïðå-

äåëÿåòñ ÿ ê àê ñóììà õ àðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîê àçàòåëåé ñåäëà, áëèæ àéøèõ ê ìíèìîé îñè, ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ò àê íàçûâàåìûì âåäóùèì íàïðàâëåíèÿì. Åñëè îíà ïîëî æèòåëüíà, òî äëÿ

ðî æäåíèÿ åäèíñòâåííîé ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòû èç ïåò ëè ñåäëà òðåáó åòñ ÿ âûïîëíåíèÿ äâóõ

ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò . 6, • 1, ñ. 23�52



40 Ì. Êî ëî ìèåö, À. Øèëüíèêîâ

äîïîëíèòåëüíûõ ó ñëîâèé: 1) î äíîìåðíàÿ ñåïàðàòðèñû âîçâðàùàåòñ ÿ ê ñåäëó â âäîëü âåäó-

ùèõ íàïðàâëåíèé, îïðåäåëÿåìûõ ïîê àçàòåëåìè, áëèæ àéøèìè ê íó ëþ; 2) ò àê íàçûâàåìàÿ

ñåïàðàòðèñíàÿ âåëè÷èíà A îò ëè÷íà îò íó ëÿ. Ïîñëåäíåå ó ñëîâèå èíòåðïðåòèðó åòñ ÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: íàïðèìåð, â ìîìåíò ïåò ëè ñåäëà â R3
, çàìûê àíèå äâóìåðíîãî íåó ñòîé÷èâîãî

ìíîãîîáðàçèÿ ãîìåîìîðôíî öèëèíäðó , åñëè A > 0, ëèáî ëèñòó Ì � åáèó ñà, åñëè A < 0. Ýòî

âëå÷åò ò àêæ å, ÷òî ïî ÿâèâøàÿñ ÿ ïåðèî äè÷åñê àÿ îðáèò à èìååò ëèáî ïîëî æèòåëüíûå, ëèáî

îòðèöàòåëüíûå ìó ëü òèïëèê àòîðû. Â ñëó÷àå, ê îã äà î äíî èç ó ñëîâèé âûøå íå âûïîëíÿþòñ ÿ,

áèôóðê àöèÿ ñò àíîâèòñ ÿ âûðî æäåííîé è åå ê îðàçìåðíîñòü óâåëè÷èâàåòñ ÿ íà åäèíèöó . Ò à-

êèå âûðî æäåííûå ãîìîêëèíè÷åñêèå áèôóðê àöèè ðàññìîòðåíû â [65]. Çàìåòèì ò àêæ å, ÷òî

ãîìîêëèíè÷åñêèå áèôóðê àöèè â ñëó÷àå ðåçîíàíñíîãî ñåäëà ñî äåð æ àò ò àêæ å ñåäëî-óçëîâûå

áèôóðê àöèè ïåðèî äè÷åñêèõ îðáèò [80, 81 , 88, 89].
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Ðèñ. 11. Ñò àäèè ýâîëþöèè ãîìîêëèíè÷åñê îé îðáèòû ñåäëà, ëåæ àùåé ïðè " = 0 â ïëîñê îñòè (x; y) ,

ïðè óâåëè÷åíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà " îò 0 äî 0.0127. Ïåò ëÿ ñåïàðàòðèñû ïðåòåðïåâàåò ñìåíó âåäóùåãî

íàïðàâëåíèÿ, ê îòîðîå ñò àíîâèòñ ÿ ê àñàòåëüíûì ñåäëîâîé âåòêè ìíîãîîáðàçèÿ M eq ïîê î ÿ.

ßñíî, ÷òî ïðè 0 < " � 1 âåäóùåå ó ñòîé÷èâîå íàïðàâëåíèå ñåäëà ìåíÿåòñ ÿ ò àê, ÷òî

íåó ñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà íà ÷èíàåò âîçâðàùàòüñ ÿ â ñîñòî ÿíèå ðàâíîâåñèÿ âäîëü ñåäëîâîé

âåòêè ìíîãîîáðàçèÿ M eq. Ðèñóíêè 10 è 11 ïîê àçûâàþò ñò àäèè òðàíñôîðìàöèè ãîìîêëèíè÷å-

ñê îé ïåò ëè ïðè óâåëè÷åíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà. Îò÷åò ëèâî âèäíî, ÷òî âåäóùåå íàïðàâëåíèå

ñò àíîâèòñ ÿ ê àñàòåëüíûì ê ìíîãîîáðàçèþ M eq íà ðèñóíê å 10, ã äå âîçíèêíîâåíèå ñêëàäêè ìî-

æ åò áûòü íåâåðíî ñâÿçàíî ñ ñåäëî-óçëîâîé áèôóðê àöèåé ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòû ïðè ïî äõ î äå

ê ïåò ëå ñåïàðàòðèñû.

Ïðèìåíèì óê àçàííóþ òåîðåìó Ë. Ï. Øèëüíèê îâà äëÿ ìî äåëè ÕÐ . Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðå-

äåëèòü ó ñòîé÷èâîñòü ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòû, âîçíèê àþùåé èç ãîìîêëèíè÷åñê îé ïåò ëè, ðàñ-

ñìîòðèì ñèñòåìó â îáðàòíîì âðåìåíè. Â îáðàòíîì âðåìåíè ñåäëî èìååò òîïîëîãè÷åñêèé

òèï íå (1, 2), à (2, 1) òî åñòü ó íåãî åñòü äâóìåðíîå ó ñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå è î äíîìåð-

íûå íåó ñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû, î äíà èç ê îòîðûõ âîçâðàùàåòñ ÿ â ñåäëî âäîëü ìíîãîîá-

ðàçèÿ M eq. Ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ñåäëà åñòü � = � 1 � " > 0; áîëåå òîãî, âòîðàÿ ñåäëîâàÿ

âåëè÷èíà � 2 = � � � 2 > 0. Ò àêèì îáðàçîì, áèôóðê àöèÿ ýòîé ïåò ëè ñåïàðàòðèñû ïîðî æäà-

åò ñåäëîâóþ ïåðèî äè÷åñêóþ îðáèòó â îáðàòíîì âðåìåíè, ê îòîðàÿ ò àêæ å îñò àåòñ ÿ ñåäëîâîé

è â ïð ÿìîì âðåìåíè. Ò îã äà ìû çàäàåìñ ÿ âîïðîñîì: ê àêèì îáðàçîì ïåðèî äè÷åñê àÿ îðáè-

ò à, ó ñòîé÷èâàÿ âäàëè îò ãîìîêëèíè÷åñê îé ïåò ëè, ñò àíîâèòñ ÿ ñåäëîâîé ïðè ïî äõ î äå ê íåé?

Èç ðèñóíê à 10 âèäíî, ÷òî òî÷ê à ïåðåñå÷åíèÿ ñðåäíåé âåòêè hxi ñ ìåäëåííîé íó ëüêëèíîé
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ñî õðàíÿåòñ ÿ íà âñåì ïóòè äî ãîìîêëèíè÷åñê îé áèôóðê àöèè. Ýòî èñêëþ÷àåò ñåäëî-óçëîâóþ

áèôóðê àöèþ ïåðèî äè÷åñêèõ îðáèò â ìî äåëè. Ò îã äà âûáîð ñóæ àåòñ ÿ äî áèôóðê àöèè ó äâî-

åíèÿ ïåðèî äà, ñóùåñòâîâàíèå ê îòîðîé ïî äòâåð æäàåòñ ÿ ñ ïîìîùüþ îòîáðàæ åíèÿ Ïó àíê àðå

(ñì. ðèñ. 8). Ñëåäîâàòåëüíî, ó ñòîé÷èâàÿ ¾òîíè÷åñê àÿ¿ ïåðèî äè÷åñê àÿ îðáèò à òåð ÿåò ñâîþ

ó ñòîé÷èâîñòü çà ñ÷åò áèôóðê àöèè ó äâîåíèÿ ïåðèî äà â òîò ìîìåíò , ê îã äà ñîîòâåòñòâóþùàÿ

òî÷ê à ïåðåñå÷åíèÿ íà hxi îïó ñê àåòñ ÿ íèæ å ñêëàäêè íà ðèñóíê å 10.

Ïîâòîð ÿÿ òå æ å àðãóìåíòû, ìû ïðèõ î äèì ê âûâî äó , ÷òî íîâàÿ ó ñòîé÷èâàÿ îðáèò à ïå-

ðèî äà 2 ò àêæ å íå ìî æ åò çàê îí÷èòüñ ÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ãîìîêëèíè÷åñê îé áèôóðê àöèåé èç-

çà çíàê à ñåäëîâîé âåëè÷èíû â ñåäëå, è àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îíà äîëæíà ïîòåð ÿòü ó ñòîé÷è-

âîñòü îïÿòü æ å â ðåçó ëü ò àòå áèôóðê àöèè ó äâîåíèÿ ïåðèî äà, è ò . ä. Ýòèì îáúÿñíÿåò ÿ ñóùå-

ñòâîâàíèå áûñòðîãî ê àñê àäà ò àêèõ áèôóðê àöèé, íàáëþ äàåìûõ ïðè ïåðåõ î äå îò òîíè÷åñê îé

àêòèâíîñòè ê ïà ÷å÷íîé âáëèçè ãîìîêëèíè÷åñê îãî êðàÿ òîíè÷åñê îãî ìíîãîîáðàçèÿ M eq. Êàê

âèäíî èç ðèñóíê îâ 2 â , 2 ã è 10, ñðåäíÿÿ âåòâü hxi , èçíà ÷àëüíî âõ î äèâøàÿ â ìíîãîîáðàçèå M eq

ñ âåðòèê àëüíûì íàêëîíîì ïðè " = 0 , ñò àíîâèòñ ÿ ê íåé ê àñàòåëüíîé â ñåäëå ïðè íåê îòîðîì

íåíó ëåâîì ìàëîì ïàðàìåòðå. Ðèñóíîê 11 èëëþñòðèðó åò , ê àê ¾ïëîñê àÿ¿ ïåò ëÿ ñåïàðàòðèñû,

èçíà ÷àëüíî ëåæ àùàÿ â ïëîñê îñòè z = zh , ñò àíîâèòñ ÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé, âõ î äÿùåé

â ñåäëî, áó äó÷è ê àñàòåëüíîé ê ñåäëîâîé âåòê å ìíîãîîáðàçèÿ M eq ïðè " = 0 ; 01, ò . å. îíà

ïðåòåðïåâàåò ãîìîêëèíè÷åñêóþ áèôóðê àöèþ ñìåíû âåäóùåãî íàïðàâëåíèÿ.

Çàê àí÷èâàÿ ýòîò ïàðàãðàô, ðàññìîòðèì ìî äåëüíîå î äíîìåðíîå îòîáðàæ åíèå, îïèñûâà-

þùåå ò àêóþ áûñòðî-ìåäëåííóþ âåðñèþ äàííîé ãîìîêëèíè÷åñê îé áèôóðê àöèè [65, 90]

x = � � "x " + Ax � ; (8)

ã äå íîâûé ÷ëåí âîçíèê àåò â ðåçó ëü ò àòå ñèíãó ëÿðíîãî âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû è èñ÷åçàåò

ïðè " = 0 , â òî âðåìÿ ê àê âòîðîé ÷ëåí ïðèõ î äèò èç áûñòðîé ïî äñèñòåìû. Èç-çà çíàê à �
áèôóðê àöèîííîå ìíî æ åñòâî ò àê îé ãîìîêëèíè÷åñê îé áèôóðê àöèè ñî äåð æèò ïî êðàéíåé ìå-

ðå òðè áèôóðê àöèîííûå êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå áèôóðê àöèÿì ó äâîåíèÿ ïåðèî äà, ñåäëî-

óçëîâîé áèôóðê àöèè, à ò àêæ å ãîìîêëèíè÷åñê îé áèôóðê àöèè äâîéíîé ïåò ëè [65 ]. Îñîáåííî-

ñòüþ ýòîãî îòîáðàæ åíèÿ ÿâëÿåòñ ÿ õ àîòè÷åñê àÿ äèíàìèê à, ïðîèëëþñòðèðîâàííàÿ íà ðèñ. 12.

Ò àê îãî òèïà õ àîñ, ïî Ë. Ï. Øèëüíèê îâó , ÿâëÿåòñ ÿ ïåðâûì øàãîì â íàïðàâëåíèè ê õ àîòè-

÷åñê îé äèíàìèê å âáëèçè ïåò ëè ñåïàðàòðèñû ê ñåäëî-ôîêó ñó âîçíèê àþùåé â ìî äåëè, ê îã äà

ñåäëîâîå ñîñòî ÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñïó ñòèòñ ÿ ê íèæíåé ñêëàäê å íà ìíîãîîáðàçèè M eq [31 ].
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Ðèñ. 12. Õàîñ â î äíîìåðíîì ìî äåëüíîì îòîáðàæ åíèè (8). Âåðòèê àëüíàÿ âåòê à îòîáðàæ åíèÿ âîçíè-

ê àåò çà ñ÷åò ñèíãó ëÿðíîãî ÷ëåíà. Ïîê àçàííûå ðåãó ëÿðíûå ÷åòûðå ñïàéê à íà ïà ÷êó ïðåðûâàþòñ ÿ

èíòåðâàëàìè õ àîñà, ê îã äà ôàçîâàÿ òî÷ê à ïî äõ î äèò ê íåó ñòîé÷èâîé íåïî äâèæíîé òî÷ê å.
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Ðèñ. 13. ¾Mÿãê îå¿ òîíè÷åñê îå ìíîãîîáðàçèå ìî äåëè çàê àí÷èâàåòñ ÿ áèôóðê àöèåé Àíäðîíîâà � Õîïôà

âáëèçè íèæíåé ñêëàäêè, âûçûâàþùåé ¾ðåøåíèÿ-óòêè¿ . Õàîòè÷åñêèå ïà ÷êè ñ ïî äïîðîãîâûìè ê îëå-

áàíèÿì â ìî äåëè ÕÐ ïðè " = 0 :0127.

7. Ýêçîòè÷åñêèå áèôóðê àöèè ìî äåëè ÕÐ

Âåðíåìñ ÿ ê ïåðâîìó ðèñóíêó ñò àòüè, ïîê àçûâàþùåìó òèïè÷íóþ ïà ÷å÷íóþ àêòèâíîñòü

â ÕÐ ìî äåëè ïðè " = 0 ; 002. Âèäíî, ÷òî ïðè ò àê îì çíà ÷åíèè ïàðàìåòðà ïîëó÷àåòñ ÿ â ñðåä-

íåì ïÿòü ñïàéê îâ â ïà ÷ê å, ÷òî ðàâíî ÷èñëó ïîëíûõ îáîðîòîâ ôàçîâîé òî÷êè âîêðóã òî-

íè÷åñê îãî ìíîãîîáðàçèÿ M lc ìåæäó ñðûâàìè. Ýòî ïðèáëèçèòåëüíî ñîîòâåòñòâó åò âðåìåíè,

çà ê îòîðîå z -ê îìïîíåíò à ôàçîâîé òî÷êè ñ äâèã àåòñ ÿ îò íèæíåé ñêëàäêè íà M eq äî ãîìîêëè-

íè÷åñê îãî êðàÿ íà M lc . Î÷åâèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå " äîëæíî ó ñê îðèòü âðåìÿ ïðî õ î äà ìåæäó

ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷ê àìè ñðûâà. Îäíàê î ïðè áîëüøèõ çíà ÷åíèÿõ " ãîìîêëèíè÷åñê àÿ áè-

ôóðê àöèÿ ñìåíû âåäóùåãî íàïðàâëåíèÿ èçìåíÿåò ôîðìó òîíè÷åñê îãî ìíîãîîáðàçèÿ M lc .

Ýòî ïðèâî äèò ê òîìó , ÷òî ìî äåëü äåìîíñòðèðó åò áîëåå ðàçâèòîé õ àîñ. Áîëåå òîãî, â õ à-

îòè÷åñêèõ ïà ÷ê àõ âîçíèê àþò ïî äïîðîãîâûå ê îëåáàíèÿ, ê àê ïîê àçàíî íà ðèñóíê å 13. Äëÿ

òîãî ÷òîáû ïîíÿòü, ê àêèå âíóòðåííèå ïåðåìåíû ïðîèçîøëè â ìî äåëè, èñïîëüçó ÿ òåõíèêó

ïðî äîëæ åíèÿ ïî ïàðàìåòðó , ìû íàéäåì òîíè÷åñê îå ìíîãîîáðàçèå M lc ïðè äàííîì çíà ÷åíèè

ìàëîãî ïàðàìåòðà. Îê àçûâàåòñ ÿ, ÷òî ïðè " = 0 :002 x0 -ïàðàìåòðè÷åñêèé ñðåç íå ïåðåñåê àåò

ëèíèþ ãîìîêëèíè÷åñê îé áèôóðê àöèè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, ê îòîðàÿ äîëæíà áûëà áû

çàê îí÷èòü âåòêó ïåðèî äè÷åñêèõ îðáèò . Ò åïåðü òîíè÷åñê îå ìíîãîîáðàçèå çàê àí÷èâàåòñ ÿ áè-

ôóðê àöèåé Àíäðîíîâà � Õîïôà, ê îòîðàÿ èìååò ìåñòî íå íà äåïîëÿðèçîâàííîé, à íà ãèïåð-

ïîëÿðèçîâàííîé âåòê å M lc âáëèçè åå íèæíåé ñêëàäêè. Äàííàÿ áèôóðê àöèÿ âîçíèê àåò ê àê

ðåçó ëü ò àò âçàèìî äåéñòâèÿ äèíàìèêè ê àê áûñòðîé, ò àê è ìåäëåííîé ïî äñèñòåì è èíèöèèðó åò

âîçíèêíîâåíèå ¾ðåøåíèé-óòîê¿ ò . å. ðåøåíèé, çàò ÿãèâàþùèõ ñ ÿ âäîëü íåó ñòîé÷èâîé (ñåäëî-

âîé) âåòêè ìíîãîîáðàçèÿ M eq ïîê î ÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìèêè, ìû ïîëó÷àåì õ àîòè÷åñêóþ

ïà ÷å÷íóþ àêòèâíîñòü, ïåðåìåæ àåìóþ ñ õ àîòè÷åñêèìè ïî äïîðîãîâûìè ê îëåáàíèÿìè. Ò àê îé

òèï ê îëåáàíèé íàçûâàþò ÌÌÎ , èëè ê îëåáàíèÿ ñìåøàííûõ ìî ä. Â ïðîåêöèè íà ê îîð äè-

íàòû (x; z) àìïëèòó äà ïî äïîðîãîâûõ ê îëåáàíèé äîñò àòî÷íî ìàëà, ïîñê îëüêó äàííàÿ ïðîåê-

öèÿ ïðàêòè÷åñêè îðòîãîíàëüíà ñîáñòâåííîìó ïî äïðîñòðàíñòâó , ê àñàòåëüíîìó öåíòðàëüíîìó

ìíîãîîáðàçèþ, íà ê îòîðîì èìååò ìåñòî äàííàÿ áèôóðê àöèÿ Àíäðîíîâà � Õîïôà.

8. Êàò àñòðîôà ãîëóáîãî íåáà

Ïîñê îëüêó ìåäëåííîå óðàâíåíèå ìî äåëè ÕÐ ÿâëÿåòñ ÿ ëèíåéíûì ïî ñâîèì àðãóìåíò àì,

ãðàôèê åãî ïðàâîé ÷àñòè åñòü ïëîñê îñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìî äåëè. Èç-çà ò àê îé
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ëèíåéíîñòè òî÷ê à ïåðåñå÷åíèÿ äàííîé ïëîñê îñòè ñ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé hxi ÿâëÿåò-

ñ ÿ ôàêòè÷åñêè öåíòðîì ò ÿæ åñòè ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòû íà òîíè÷åñê îì ìíîãîîáðàçèè, ê àê

ïîê àçàíî íà ðèñóíê å 7. Ïîñê îëüêó âåòâü hxi íà ÷èíàåòñ ÿ áèôóðê àöèåé Àíäðîíîâà � Õîïôà

è çàê àí÷èâàåòñ ÿ ãîìîêëèíèê îé íà ñåäëîâîé âåòê å ìíîãîîáðàçèÿ M eq ïîê î ÿ, êó äà îíà âõ î äèò

ñ âåðòèê àëüíûì íàêëîíîì, òî ñóùåñòâó åò ëèøü åäèíñòâåííàÿ òî÷ê à ïåðåñå÷åíèÿ ìåäëåííîé

íó ëüêëèíû ñ êðèâîé hxi ïðè íåê îòîðîì çíà ÷åíèè áèôóðê àöèîííîãî ïàðàìåòðà x0 ìî äåëè.

Ýòî îçíà ÷àåò íåâîçìî æíîñòü ñåäëî-óçëîâûõ áèôóðê àöèé ïåðèî äè÷åñêèõ îðáèò íà òîíè÷å-

ñê îì ìíîãîîáðàçèè M lc è, ê àê ñëåäñòâèå, íåâîçìî æíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ áåñê îíå÷íî äëèí-

íûõ ïåðèî äè÷åñêèõ ïà ÷åê â ìî äåëè, ê àê è ñîñóùåñòâîâàíèå òîíè÷åñêèõ è ïà ÷å÷íûõ àêòèâ-

íîñòåé â ðåçó ëü ò àòå ñåäëî-óçëîâîé áèôóðê àöèè [32, 33 , 23, 25 , 34]. Íàïîìíèì, ÷òî ñåäëî-

óçëîâàÿ áèôóðê àöèÿ (ëîê àëüíî) è áèôóðê àöèÿ ê àò àñòðîôû ãîëóáîãî íåáà (ã ëîáàëüíî) îïè-

ñûâàþò îáðàòèìûé è íåïðåðûâíûé ïåðåõ î ä ìåæäó òîíè÷åñêèìè è ïà ÷å÷íûìè àêòèâíîñò ÿìè

ìî äåëè [59, 61 , 65, 66 ]. ×òîáû ò àê îé ïåðåõ î ä âîçíèê â äàííîé ìî äåëè, íàì ïîòðåáó åòñ ÿ èç-

ìåíèòü ïðàâóþ ÷àñòü ìåäëåííîé ïî äñèñòåìû, íàïðèìåð ñëåäóþùèì îáðàçîì:

_z = "

 

s(x � x0) � z � �
(z � z0)2 + 0 :03

!

; (9)

ò àê ÷òî ãåîìåòðè÷åñêè ó ìåäëåííîé íó ëüêëèíû ïî ÿâëÿåòñ ÿ óçêèé ¾ãîðá¿ ê àê íà ðèñ. 14.

Çäåñü � ê îíòðîëèðó åò âûñîòó ãîðáà, à z0 � åãî ïîëî æ åíèå ïî z . Ìåíÿÿ âûñîòó ãîðáà, èëè

ïî äíèìàÿ/îïó ñê àÿ âñþ ìåäëåííóþ íó ëüêëèíó , ìû ìî æ åì ê îíòðîëèðîâàòü ñåäëî-óçëîâóþ áè-

ôóðê àöèþ, âîçíèê àþùóþ â ìî äåëè, ê îã äà ìåäëåííàÿ íó ëüêëèíà ê îñíåòñ ÿ ñðåäíåé âåòêè hxi .

Ïî äíÿâ ìåäëåííóþ íó ëüêëèíó , ìû ïîëó÷èì äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íà hxi , è, ñëåäîâàòåëüíî,

äâå íîâûå ïåðèî äè÷åñêèå îðáèòû íà òîíè÷åñê îì ìíîãîîáðàçèè íà M lc . Îáå îðáèòû ó ñòîé-

÷èâû ïî (x; y) , ïîñê îëüêó òîíè÷åñê îå ìíîãîîáðàçèå ñîñòîèò èç ó ñòîé÷èâûõ öèêëîâ áûñòðîé

ïî äñèñòåìû. ×òî ê àñàåòñ ÿ ó ñòîé÷èâîñòè ýòèõ îðáèò ïî z , òî î äíà èç íèõ áó äåò ó ñòîé÷èâàÿ,

à äðóã àÿ íåó ñòîé÷èâàÿ. Ò àêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ïåðèî äè÷åñê àÿ îðáèò à ó ñòîé÷èâà ïî âñåì

òðåì ïåðåìåííûì, â òî âðåìÿ ê àê âòîðàÿ ÿâëÿåòñ ÿ ñåäëîâîé, ñ äâóìåðíûìè ó ñòîé÷èâûìè

è íåó ñòîé÷èâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Ëîê àëüíî ìíîãîîáðàçèå M lc ïðåäñò àâëÿåò ñîáîé íåó ñòîé-

÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ýòîé ñåäëîâîé îðáèòû. Îïó ñê àÿ ãîðá ìåäëåííîé íó ëüêëèíû, ìû ñáëè-

æ àåì îáå ïåðèî äè÷åñêèå îðáèòû, ê îòîðûå èñ÷åçàþò â ñåäëî-óçëîâîé áèôóðê àöèè.

Ëîê àëüíàÿ ñåäëî-óçëîâàÿ áèôóðê àöèÿ ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòû ñîñò àâëÿåò ïåðâóþ ê îì-

ïîíåíòó ê àò àñòðîôû ãîëóáîãî íåáà. Ñåäëî-óçëîâàÿ ïåðèî äè÷åñê àÿ îðáèò à â òðåõìåðíîé ñè-

ñòåìå èìååò äâà ìíîãîîáðàçèÿ: ïåðâîå � ñèëüíî ó ñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W ss
, ðàçäåëÿþùåå

îêðåñòíîñòü ñåäëî-óçëîâîé îðáèòû íà ñåäëîâóþ è óçëîâóþ îáëàñòè (ñì. ðèñ. 14). Â óçëîâîé

îáëàñòè òðàåêòîðèè ïðèò ÿãèâàþòñ ÿ ê ñåäëî-óçëîâîé îðáèòå. Â ñåäëîâîé îáëàñòè ýò à îðáèò à

ÿâëÿåòñ ÿ îòò àëêèâàþùåé. Åå íåó ñòîé÷èâîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå W u
ñîñòîèò èç òðàåê-

òîðèé, ê îòîðûå ïðèò ÿãèâàþòñ ÿ ê íåé â îáðàòíîì âðåìåíè. ×òî ê àñàåòñ ÿ ïð ÿìîãî âðåìåíè,

òî ôàçîâàÿ òî÷ê à íà íåó ñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè ñëåäó åò ïà ÷å÷íîé òðàåêòîðèè: âðàùàÿñü

âîêðóã ìíîãîîáðàçèÿ M lc , îíà ïîêèäàåò ñåäëî-óçåë, ïàäàåò âíèç íà ãèïåðïîëÿðèçîâàííóþ

âåòêó M eq, âäîëü ê îòîðîé îíà ìåäëåííî äâèæ åòñ ÿ â íàïðàâëåíèè ñêëàäêè, ñ ê îòîðîé âçëåò à-

åò íà òîíè÷åñê îå ìíîãîîáðàçèå M lc . Äëÿ ê àò àñòðîôû ãîëóáîãî íåáà ïðèíöèïèàëüíî âàæíî,

÷òî ôàçîâàÿ òî÷ê à âîçâðàùàåòñ ÿ íà ìíîãîîáðàçèå M lc ñëåâà îò ñåäëî-óçëîâîé ïåðèî äè÷å-

ñê îé îðáèòû. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìî æ åò áûòü âñåã äà äîñòèãíóòî âûáîðîì ïîëî æ åíèÿ ãîðáà

íà ìåäëåííîé íó ëüêëèíå � ìåæäó íèæíåé ñêëàäê îé íà ìíîãîîáðàçèè M eq è ãîìîêëèíè÷å-

ñêèì êðàåì íà M lc . Ó ñëîâèå, ÷òî íåó ñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u
ñò àíîâèòñ ÿ ãîìîêëèíè-

÷åñêèì ê ñåäëî-óçëîâîé ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòe, ÿâëÿåòñ ÿ âòîðîé ñîñò àâëÿþùåé ê àò àñòðî-

ôû ãîëóáîãî íåáà. Åå çàêëþ÷èòåëüíîå ó ñëîâèå â ìî äåëè ÕÐ � ñèñòåìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì
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Ðèñ. 14. (ñëåâà) Êîíôèãóðàöèÿ ê àò àñòðîôû ãîëóáîãî íåáà ïî Ë. Ï. Øèëüíèê îâó è Ä. Â. Òóðàåâó [59 ,

61 , 65 ]: íåó ñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u
ñåäëî-óçëîâîé îðáèòû âîçâðàùàåòñ ÿ, äåëàÿ áåñê îíå÷íî ìíî-

ãî îáîðîòîâ â óçëîâîé îáëàñòè. Ó ñòîé÷èâîñòü âîçíèê àþùåé îðáèòû äîñòèã àåòñ ÿ çà ñ÷åò ñèëüíîãî

ïîïåðå÷íîãî ñ æ àòèÿ ôàçîâûõ îáúåìîâ âäîëü ã ëîáàëüíîé ãîìîêëèíè÷åñê îé ¾ðó÷êè¿ . Â áûñòðî-ìåä-

ëåííîé ñèñòåì ñ æ àòèå äîñòèã àåòñ ÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî íèæíèé ñåãìåíò ìíîãîîáðàçèÿ ïîê î ÿ ñîáðàí

èç ýê ñïîíåíöèàëüíî ó ñòîé÷èâûõ ñîñòî ÿíèé ðàâíîâåñèÿ áûñòðîé ïî äñèñòåìû. (ñïðàâà) Êàò àñòðîôà

ãîëóáîãî íåáà â ìî äåëè ÕÐ ïðè " = 0 ; 02, x0 = � 1; 5, � = 0 ; 083 è z0 = 0 ; 9. ¾Ã îðá¿ íà ìåäëåííîé

íó ëüêëèíå z0 = 0 ïðè ïåðåñå÷åíèè ñðåäíåé âåòêè hxi âëå÷åò âîçíèêíîâåíèå ó ñòîé÷èâîé è ñåäëîâîé

ïåðèî äè÷åñêèõ îðáèò íà òîíè÷åñê îì ìíîãîîáðàçèè M lc . Ïðè îïó ñê àíèè ìåäëåííîé íó ëüêëèíû îíè

îáå èñ÷åçàþò â ðåçó ëü ò àòå ê àñàòåëüíîé èëè ñåäëî-óçëîâîé áèôóðê àöèè. Ïðî õ î äÿ ôàíòîì ñåäëî-óç-

ëîâîé ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòû, ïà ÷å÷íàÿ òðàåêòîðèÿ ãåíåðèðó åò ïðîèçâîëüíî áîëüøîå ÷èñëî ñïàéê îâ,

óâåëè÷èâàÿ òåì ñàìûì ñâîþ äëèíó .

ñèëüíîãî ñ æ àòèÿ â íàïðàâëåíèè, ïîïåðå÷íîì ê ìíîãîîáðàçèþ M eq, ñîñòî ÿùåìó èç ó ñòîé÷è-

âûõ ñîñòî ÿíèé ðàâíîâåñèÿ áûñòðîé ïî äñèñòåìû. Áëàãî äàð ÿ ýòîìó â ðåçó ëü ò àòå ê àò àñòðîôû

ãîëóáîãî íåáà, ïðè èñ÷åçíîâåíèè ñåäëî-óçëà âîçíèê àåò ó ñòîé÷èâàÿ ïåðèî äè÷åñê àÿ îðáèò à

áåñê îíå÷íîé äëèíû è ïåðèî äà. Åå áîëüøîé ïåðèî ä îïðåäåëÿåòñ ÿ çà ñ÷åò ìåäëåííîãî ïðî õ î-

äà ôàçîâîé òî÷êè âáëèçè ôàíòîìà òîëüê î ÷òî èñ÷åçíóâøåé ñåäëî-óçëîâîé îðáèòû. Ò àê àÿ

äëèííàÿ ïåðèî äè÷åñê àÿ îðáèò à ñîîòâåòñòâó åò äëèííîé ïà ÷ê å â ìî äåëè. Åñëè ìû îòî äâè-

íåì ìî äåëü äàëüøå îò ñåäëî-óçëîâîé áèôóðê àöèè, òî ïà ÷ê à ñò àíåò ê îðî÷å. Ò àêèì îáðàçîì,

ïðèáëèæ àÿñü èëè ó äàëÿÿñü îò áèôóðê àöèîííîãî çíà ÷åíèÿ, ìû ìî æ åì ê îíòðîëèðîâàòü ïðî-

äîëæèòåëüíîñòü ïà ÷åê, ê îòîðàÿ îöåíèâàåòñ ÿ ê àê 1=
p

� � � �
; ýòîò çàê îí òèïè÷åí äëÿ âñåõ

ñåäëî-óçëîâûõ áèôóðê àöèé. Çàìåòèì, ÷òî èíòåðâàë ìåæäó ïà ÷ê àìè ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñ ÿ.

Îòìåòèì ò àêæ å, ÷òî âîçìî æíîñòü ê îíòðîëÿ ïà ÷å÷íîé àêòèâíîñòè âåñüìà âàæíà äëÿ ôóíê-

öèîíèðîâàíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé, ôîðìèðóþùèõ ãåíåðàòîðû öåíòðàëüíûõ äâèæ åíèé [93 , 94 ].

9. Áèôóðê àöèÿ Ëóêüÿíîâà � Øèëüíèê îâà è áèñò àáèëüíîñòü

Áèôóðê àöèè ¾ê àò àñòðîôà ãîëóáîãî íåáà¿ îòâå÷àþò ñèñòåìû, îáðàçóþùèå áèôóðê à-

öèîííûå ïîâåð õíîñòè ê îðàçìåðíîñòè î äèí â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Ãðàíèöå ýòîé ïî-

âåð õíîñòè ñîîòâåòñòâó åò ñèòó àöèÿ, ê îã äà ôàçîâàÿ òî÷ê à ïðûã àåò ñ íèæíåé ñêëàäêè ãèïåð-

ïîëÿðèçîâàííîé âåòêè ìíîãîîáðàçèÿ M eq ïð ÿìî íà ñèëüíî ó ñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W ss

ñåäëî-óçëîâîé ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòû íà òîíè÷åñê îì ìíîãîîáðàçèè M lc . Ò àê àÿ ê îíôèãóðà-

öèÿ õ àðàêòåðíà äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ áèôóðê àöèè Ëóêüÿíîâà � Øèëüíèê îâà [91 ] â áûñòðî-
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ìåäëåííîé ñèñòåìå. Ýò à áèôóðê àöèÿ ïðèâî äèò ê âîçíèêíîâåíèþ ãîìîêëèíè÷åñêèõ îðáèò

Ïó àíê àðå, ïîðî æäàþùèõ ñëî æíóþ äèíàìèêó â ñèñòåìå. Â ñèíãó ëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòå-

ìàõ õ àîòè÷åñê àÿ äèíàìèê à âîçíèê àåò â óçêèõ (ïîð ÿäê à ìàëîãî ïàðàìåòðà) îáëàñò ÿõ â ïðî-

ñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Ëåãê î çàìåòèòü, ÷òî ïîñê îëüêó òèïè÷íîå ïåðåñå÷åíèå äâóõìåðíûõ

ïîâåð õíîñòåé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñ ÿ òðàíñâåðñàëüíûì, ñóùåñòâîâàíèå ãîìî-

êëèíè÷åñêèõ îðáèò ê ñåäëî-óçëîâîé ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòå íå óâåëè÷èâàåò ê îðàçìåðíîñòü

áèôóðê àöèè. Äàííóþ áèôóðê àöèþ ìî æíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ äâóìåðíîãî îòîáðàæ åíèÿ Ïó-

àíê àðå, îïðåäåëåííîãî íà ñåêóùåé òðàíñâåðñàëüíîé ê ïåðèî äè÷åñêèì îðáèò àì. Ò î÷ê à, â ê î-

òîðîé ïåðèî äè÷åñê àÿ îðáèò à ïðî õ î äèò ÷åðåç ñåêóùóþ, ñîîòâåòñòâó åò íåïî äâèæíîé òî÷ê å

îòîáðàæ åíèÿ. Ïðè ýòîì òèïû ó ñòîé÷èâîñòè íåïî äâèæíîé òî÷êè è ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðèî-

äè÷åñê îé îðáèòû ñîâïàäàþò . Ñåäëî-óçëîâîé ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòå ñîîòâåòñòâó åò íåïî äâèæ-

íàÿ òî÷ê à îòîáðàæ åíèÿ ñ ìó ëü òèïëèê àòîðîì +1 . Íåê îòîðûå ýëåìåíòû áèôóðê àöèîííîãî

ìíî æ åñòâà ïðåäñò àâëåíû íà ðèñóíê å 15: çäåñü ñåäëî-óçåë âîçíèê àåò íà áèôóðê àöèîííîé

êðèâîé SN . Èç äèàãðàììû âèäíî, ÷òî íà âûäåëåííîì îòðåçê å ïàðàìåòðîâ ñåäëî-óçëîâàÿ

íåïî äâèæíàÿ òî÷ê à èìååò ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ïî ê îòîðûì òðàíñâåðñàëüíî ïå-

ðåñåê àþòñ ÿ åå (ñèëüíî) ó ñòîé÷èâîå è íåó ñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ. Ò àê àÿ ãîìîêëèíè÷åñê àÿ

ñòðóêòóðà ñî õðàíèòñ ÿ è ïîñëå ðàñùåïëåíèÿ íåïî äâèæíîé òî÷êè íà ñåäëîâóþ è ó ñòîé÷èâóþ.

Ïîñëåäíÿÿ ñîîòâåòñòâó åò ïåðèî äè÷åñêèì òîíè÷åñêèì ê îëåáàíèÿì â ìî äåëè. Ã îìîêëèíèêè

ñåäëîâîé òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò ïà ÷å÷íîé àêòèâíîñòè â ìî äåëè. Ò àêèå ïà ÷êè ñî ñëî æíîé

äèíàìèê îé èìåþò ìåñòî âûøå êðèâîé SN â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ âíóòðè êëèíà, ê îòî-

ðûé îãðàíè÷åí äâóìÿ êðèâûìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðâîìó è ïîñëåäíåìó ê àñàíèÿì ìåæäó

ó ñòîé÷èâûì è íåó ñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì ýòîé ñåäëîâîé íåïî äâèæíîé òî÷êè. Çäåñü ñëî æ-

íàÿ äèíàìèê à àññîöèèðó åòñ ÿ ñ ñóùåñòâîâàíèåì ïî äê îâ Ñìåéëà, â ðåçó ëü ò àòå ïåðåñå÷åíèé

ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâîé íåïî äâèæíîé òî÷êè. Îäíàê î äàæ å åñëè îíà èñ÷åçàåò â ðåçó ëü ò àòå

ñåäëî-óçëîâîé áèôóðê àöèè, ãèïåðáîëè÷åñê îå ïî äìíî æ åñòâî, òåì íå ìåíåå, ñî õðàíÿåòñ ÿ äëÿ

çíà ÷åíèé ïàðàìåòðîâ íèæ å óê àçàííîãî ñåêòîðà íà ðèñóíê å 15. Ò àê àÿ äèíàìèê à ÿâëÿåòñ ÿ

ã ëàâíîé îñîáåííîñòüþ ãîìîêëèíè÷åñê îé áèôóðê àöèè ñåäëî-óçëà. Åå ïðî ÿâëåíèå â ìî äåëè

ÕÐ ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñóíê å 17, ïîê àçûâàþùåì õ àîòè÷åñêèå è ïåðåõ î äíûå ïà ÷êè,

çàê àí÷èâàþùèåñ ÿ âîññò àíîâëåíèåì òîíè÷åñê îé àêòèâíîñòè â ìî äåëè.

Ñóùåñòâó åò äðóã àÿ, áîëåå î÷åâèäíàÿ è êëþ÷åâàÿ îñîáåííîñòü äàííîé áèôóðê àöèè äëÿ

ìî äåëè ÕÐ � áèñò àáèëüíîñòü, ê îã äà òîíè÷åñê àÿ ïåðèî äè÷åñê àÿ àêòèâíîñòü ñîñóùåñòâó åò

ñ ïà ÷å÷íîé. Ïðèìåð ò àê îé áèñò àáèëüíîñòè ïîê àçàí íà ðèñóíê å 16. Â çàâèñèìîñòè îò íà-

÷àëüíûõ ó ñëîâèé ìî äåëü ìî æ åò ãåíåðèðîâàòü ê àê òîíè÷åñêèå ê îëåáàíèÿ (åñëè íà ÷àëüíàÿ

òî÷ê à âûáðàíà â îáëàñòè ïðèò ÿæ åíèÿ ó ñòîé÷èâîé ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòû) ò àê è ïà ÷å÷íûå

ê îëåáàíèÿ. Ñåäëîâàÿ ïåðèî äè÷åñê àÿ îðáèò à (òî÷íåå, åå äâóìåðíîå ó ñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå)

ðàçäåëÿåò îáëàñòè ïðèò ÿæ åíèÿ îáîèõ àòòðàêòîðîâ. Ñäâèã àÿ ìåäëåííóþ íó ëüêëèíó , ìî æíî

äîáèòüñ ÿ, ÷òî, ñðûâàÿñü ñ ãèïåðïîëÿðèçîâàííîé ñêëàäêè, ôàçîâàÿ òî÷ê à ïî äõ î äèò áëèæ å

è áëèæ å ê ñåäëîâîìó ïåðèî äè÷åñê îìó äâèæ åíèþ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîëüíî óâåëè÷èòü

ïðî äîëæèòåëüíîñòü àêòèâíîé ôàçû ïà ÷å÷íîé àêòèâíîñòè. Áîëåå òîãî, ïåðèî ä ïà ÷å÷íîé àê-

òèâíîñòè óâåëè÷èâàåòñ ÿ ëîã àðèôìè÷åñêè áûñòðî, ÷òî òèïè÷íî äëÿ áîëüøèíñòâà áèôóðê à-

öèé ñ ñåäëàìè. Ýòî íàáëþ äåíèå, â ïðèíöèïå, ìî æ åò ïîìî÷ü îò ëè÷èòü äàííóþ áèôóðê àöèþ

îò ê àò àñòðîôû ãîëóáîãî íåáà â ìîìåíò ïåðåõ î äà ìåæäó òîíè÷åñêèìè è ïà ÷å÷íûìè àêòèâ-

íîñò ÿìè íåéðîííûõ ìî äåëåé.

Áèñò àáèëüíîñòü èñ÷åçàåò , ê îã äà ïà ÷å÷íàÿ òðàåêòîðèÿ ñò àíîâèòñ ÿ ãîìîêëèíè÷åñê îé

ê ðàçäåëÿþùåé ñåäëîâîé îðáèòå, ÷òî èìååò ìåñòî íà áèôóðê àöèîííîé êðèâîé B1 ðèñóíê à 15.

Ëåâåå, ìî äåëü ìî æ åò äåìîíñòðèðîâàòü áåñê îíå÷íî äëèííûå õ àîòè÷åñêèå ïà ÷êè, ïðåæäå ÷åì

óéäåò â òîíè÷åñêèå ñïàéêè, ê àê íà ðèñóíê å 19 äëÿ ìî äåëè ÕÐ . Ýòî îçíà ÷àåò , ÷òî â îò ëè-
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Ðèñ. 15. (ñëåâà) Ñåäëî-óçëîâàÿ ïåðèî äè÷åñê àÿ îðáèò à ñ íåöåíòðàëüíûìè ãîìîêëèíè÷åñêèìè òðà-

åêòîðèÿìè: íåó ñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u
âîçâðàùàåòñ ÿ âäîëü åå íåâåäóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ W ss

.

Ïîñëåäíåå îò äåëÿåò óçëîâóþ îáëàñòü, â ê îòîðîé ïåðèî äè÷åñê àÿ îðáèò à ÿâëÿåòñ ÿ ó ñòîé÷èâîé, îò ñåä-

ëîâîé. (ñïðàâà) Ýëåìåíòû áèôóðê àöèîííîé äèàãðàììû äëÿ áèôóðê àöèè Ëóêüÿíîâà � Øèëüíèê îâà.

Çäåñü ó ñòîé÷èâûå è íåó ñòîé÷èâûå íåïî äâèæíûå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò ïåðèî äè÷åñêèì îðáèò àì â ïî-

òîê å. Äâå áèôóðê àöèîííûå êðèâûå B1 è B2 ñîîòâåòñòâóþò ïåðâîìó è ïîñëåäíåìó ãîìîêëèíè÷åñêèì

ê àñàíèÿì ìåæäó ó ñòîé÷èâûì è íåó ñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè ñåäëîâîé îðáèòû. Äðóãèìè ñëîâà-

ìè, ñïðàâà îò êðèâîé B1 ñèñòåìà äåìîíñòðèðó åò áèñò àáèëüíîñòü ïà ÷å÷íûõ è òîíè÷åñêèõ ê îëåáàíèé,

â òî âðåìÿ ê àê ñëåâà îò B2 òîíè÷åñêèé àòòðàêòîð ÿâëÿåòñ ÿ äîìèíèðóþùèì. Ìåæäó B1 è B2 äèíà-

ìèê à ñèñòåìû ïî äîáíà ñ äâèãó ê îíå÷íîãî òèïà, ò . å. ñèñòåìà ãåíåðèðó åò õ àîòè÷åñêèå ïà ÷êè, ê îòîðûå,

â ê îíöå ê îíöîâ, çàê àí÷èâàþòñ ÿ íà ïåðèî äè÷åñê îì òîíè÷åñê îì àòòðàêòîðå. Ñëî æíàÿ äèíàìèê à ò àê-

æ å ñî õðàíÿåòñ ÿ ïðè èñ÷åçíîâåíèè ñåäëî-óçëîâîé ïåðèî äè÷åñê îé îðáèòû íèæ å ñåãìåíò à íà áèôóð-

ê àöèîííîé êðèâîé SN . Ð àçìåð ýòîãî ó÷àñòê à ïðîïîðöèîíàëåí øèðèíå íåó ñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ

â ìîìåíò âîçâðàùåíèÿ íà ñåäëî-óçëîâóþ îðáèòó .

÷èå îò ê àò àñòðîôû ãîëóáîãî íåáà, ãðàíèöà ìåæäó òîíè÷åñêèìè è ïà ÷å÷íûìè àêòèâíîñò ÿìè

ÿâëÿåòñ ÿ ôðàêò àëüíîé. Çäåñü, ìî äåëü äåìîíñòðèðó åò íåïðåäñê àçó åìî äîëãèé ïåðåõ î äíûé

ïðîöåññ, ãåíåðèðó ÿ ïà ÷êè ïðîèçâîëüíîé äëèíû ñ íåñò àáèëüíûì ÷èñëîì ñïàéê îâ â ê àæäîé,

ïðåæäå ÷åì îê îí÷àòåëüíî âîéäåò â ïåðèî äè÷åñêóþ òîíè÷åñêóþ äèíàìèêó . Ýòîò ïåðåõ î ä-

íûé ïðîöåññ, õ àîòè÷íîñòü ê îòîðîãî âîçíèê àåò â ñëåäñòâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïî äê îâ Ñìåéëà,

èìååò ìåñòî äëÿ çíà ÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìåæäó ãðàíèöàìè B1 è B2 íà ðèñóíê å 15. Äàííûé

èíòåðâàë â ñèíãó ëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåìàõ ïðîïîðöèîíàëåí äèàìåòðó òðóáêè íåó ñòîé-

÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u
, ïðè åãî âîçâðàùåíèè íà ñåäëî-óçëîâóþ ïåðèî äè÷åñêóþ îðáèòó .

Ïîñê îëüêó ãèïåðïîëÿðèçîâàííàÿ âåòê à M eq ñîñòîèò èç ó ñòîé÷èâûõ ñîñòî ÿíèé ðàâíîâåñèÿ

áûñòðîé ïî äñèñòåìû ìî äåëè ÕÐ , òî â ñèëó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ î ñ æ àòèè ôàçîâûõ îáúåìîâ,

äàííûé èíòåðâàë èñêëþ÷èòåëüíî ìàë. Ò åì íå ìåíåå, ò àê îé ïåðåõ î äíûé ïðîöåññ ìî æ åò áûòü

íàéäåí ñ ïîìîùüþ àêêóðàòíûõ ê îìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé è òåðïåíèÿ, ÷åìó ðèñóíîê 17

åñòü ïî äòâåð æäåíèå.

10. Áëàãî äàðíîñòü

Ìû áëàãî äàðèì Í. Êîëîìèéöà è Ñ. Ã îí÷åíê î çà ïîìîùü ïðè ïî äãîòîâê å äàííîé ñò à-

òüè. Ýò à ðàáîò à áûëà ÷àñòè÷íî ïî ääåð æ àíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ No.08-01-00083 è ãðàíòîì GSU

Brains & Beha viors (USA).
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Ðèñ. 16. Cîñóùåñòâîâàíèå òîíè÷åñêèõ è ïà ÷å÷íûõ ê îëåáàíèé â ìî äåëè ÕÐ . Ýòîò òèï ïîâåäåíèÿ

èìååò ìåñòî ñëåâà îò áèôóðê àöèîííîé êðèâîé B2 , ïîê àçàííîé íà ðèñóíê å 15.

Ðèñ. 17. Ïåðåõ î äíûå ïà ÷å÷íûå ê îëåáàíèÿ â ìî äåëè ÕÐ ïðè � = 0 :02 è z0 = 0 :5814335. Ò àê îå ïî-

âåäåíèå íàáëþ äàåòñ ÿ ïðè ïåðåõ î äå ÷åðåç ôðàêò àëüíóþ ãðàíèöó çà ñ÷åò áèôóðê àöèè Ëóêüÿíîâà �

Øèëüíèê îâà â ìî äåëè, ã äå ÷èñëî ãåíåðèðó åìûõ ïà ÷åê íå ïðåäñê àçó åìî, è çàâèñèò îò íà ÷àëüíûõ

ó ñëîâèé ìî äåëè.
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