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îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ òðåõ òî÷å÷íûõ âèõðåé â èäåàëüíîé æ èäêîñòè.
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1. Ââåäåíèå

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íàèáîëåå ïîëíûé êà÷åñòâåííûé àíàëèç îòíîñè òåëüíîãî äâèæåíèÿ òðåõ
òî÷å÷íûõ âèõðåé ñîäåðæèòñÿ â [1]. Îäíàêî ðåçóëüòàòû ýòîé ðà áîòû íå î÷åíü íàãëÿäíû
(ñì. ñîîòâåòñòâóþùèå êîììåíòàðèè â [2, 3]), ÷òî âûçâàíî ðåà ëüíîé ñëîæíîñòüþ çàäà÷è
è íåàäåêâàòíûì, ïî íàøåìó ìíåíèþ, ñïîñîáîì ðåäóêöèè àáñîëþ òíîãî äâèæåíèÿ âèõðåé
ê îòíîñèòåëüíîìó. Íåäàâíÿÿ ðàáîòà [3] ÷àñòè÷íî èñïðàâèëà ñ èòóàöèþ â êîíòåêñòå èññëå-
äîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ òðåõ âèõð åé. Îäíàêî è â ýòîé ðàáîòå
èñïîëüçóåòñÿ ¾íàèâíàÿ¿ ðåäóêöèÿ.

Ñòàâÿ çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíîãî äâ èæåíèÿ âèõðåé, àâòîðû
ðàáîò [1, 3] ðåàëüíî èññëåäóþò âîçìóùåíèÿ àáñîëþòíîãî äâèæ åíèÿ âèõðåé, ÷òî îáóñëîâëåíî
òåì, ÷òî îáû÷íûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ (óðàâí åíèÿ íà mi â ôîðìóëå (2.5))
íå äîïóñêàþò ïðÿìîé ëèíåàðèçàöèè â îêðåñòíîñòè êîëëèíåàðí îé êîíôèãóðàöèè âèõðåé.
Â ðåçóëüòàòå àíàëèç óñòîé÷èâîñòè óñëîæíÿåòñÿ; â ÷àñòíîñòè, îí âûíóæäåííî îãðàíè÷åí
ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì.

Ìåòîä àëãåáðàè÷åñêîé ðåäóêöèè [2, 4, 5, 6] ïðåäëàãàåò ñïåöèàëüíóþ ôîðìó çàïèñè óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ (ñì. ðàçäåë 2), ïðè êîòîðîé í å âîçíèêàåò ïðîáëåì ñ ëè-
íåàðèçàöèåé. Îñîáåííîñòüþ ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â âèäå
äâóìåðíîé ãàìèëüòîíîâîé (êàíîíè÷åñêîé) ñèñòåìû. Íåëèíåé íûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè òà-
êèõ ñèñòåì õîðîøî ðàçâèò [10] è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â íàøå ì ñëó÷àå. Îòìåòèì, ÷òî
äàííûé ìåòîä óæå ïîêàçàë ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèê àáñîëþòíîãî
äâèæåíèÿ âèõðåé [7, 8, 9].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå ìåòîäà àëãåáðàè÷åñêîé ðåäóêöè è ïðåäëîæåí âàðèàíò êà-
÷åñòâåííîãî àíàëèçà îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ òðåõ âèõðåé. Ìû ñòàâèì çàäà÷ó ïî çàäàííûì
çíà÷åíèÿì èíòåíñèâíîñòåé è èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ âîññòàíîâ èòü ñ òî÷íîñòüþ äî òîïîëîãè-
÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ôàçîâûé ïîðòðåò îòíîñèòåëüíîãî äâ èæåíèÿ âèõðåé. Ýòà çàäà÷à
âêëþ÷àåò äâå ïîäçàäà÷è. Ïåðâàÿ � âîññòàíîâëåíèå ëîêàëüíîé ñòðóêòóðû ôàçîâîãî ïîðò-
ðåòà, ò. å. èíôîðìàöèè î ÷èñëå, òèïå è óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíà ðíûõ êîíôèãóðàöèé âèõðåé.
Âòîðàÿ � âîññòàíîâëåíèå ãëîáàëüíîé ñòðóêòóðû ôàçîâîãî ïîðò ðåòà, ÷òî ïðåäïîëàãàåò èçó-
÷åíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé íà ïðåäìåò èõ îãðàíè÷åííîñòè, à òà êæå èññëåäîâàíèå âîçìîæ-
íûõ òèïîâ ñîåäèíåíèÿ îñîáûõ òî÷åê ñåïàðàòðèñàìè.

Ðåøåíèå çàäà÷è î ÷èñëå è òèïå îñîáûõ òî÷åê ïðèâåäåíî â ðàçäåë å 3. Ïðè ðàññìîòðåíèè
ñòàöèîíàðíûõ êîëëèíåàðíûõ êîíôèãóðàöèé âèõðåé ìû íå àïåëë èðóåì, êàê â ðàáîòàõ [1, 3],
ê àëãåáðàè÷åñêèì ìåòîäàì ðåøåíèÿ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, à ñâîäèì çàäà÷ó ê ýëåìåíòàð-
íîìó àíàëèçó íà ýêñòðåìóìû ïîäõîäÿùåé ôóíêöèè (ñì. ôîðìóëó (3.1) è ïðåäëîæåíèÿ 1, 2).
Ïðè ýòîì ìû ðàñøèðÿåì ñòàíäàðòíóþ êëàññèôèêàöèþ ñòàöèîíàð íûõ êîëëèíåàðíûõ êîí-
ôèãóðàöèé âèõðåé [2], ÷òî äàëåå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ â âîïðîñàõ óñòîé÷èâîñòè. Ïðåä-
ëîæåíèå 3 ñîäåðæèò ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ êîëëèíåàðíûõ êîíôèãó ðàöèé. Ïîëíîå ðåøåíèå
çàäà÷è äëÿ âñåõ òèïîâ ñòàöèîíàðíûõ êîíôèãóðàöèé âèõðåé ñóì ìèðîâàíî â äèàãðàììàõ
(ñì. ðèñ. 2, 3, à òàêæå òàáëèöû ðèñ. 4).

Óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ êîíôèãóðàöèé âèõðåé èññëåäóåò ñÿ â ðàçäåëå 4. Â îòëè÷èå
îò ðàáîò [1, 3] ìû äàåì ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè ýòèõ êîíôèãóðàöèé îòíîñè-
òåëüíî âîçìóùåíèé, ñîõðàíÿþùèõ èíòåãðàëû äâèæåíèÿ (òåîðå ìà (1)). Ïðè íàøåì ïîäõîäå
íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè òîëüêî äëÿ òàê íàçûâàåìîé êðèòè÷å-
ñêîé êîëëèíåàðíîé êîíôèãóðàöèè; ðåçóëüòàòû àíàëèçà ïðèâå äåíû â ïðåäëîæåíèè 7. Ïîëíîå
îïèñàíèå ëîêàëüíîé ñòðóêòóðû ôàçîâîãî ïîðòðåòà îòíîñèòåë üíîãî äâèæåíèÿ òðåõ âèõðåé
ñîäåðæèòñÿ â òàáëèöàõ (ðèñ. 4) è êîììåíòàðèÿõ ê íèì. Â îòíîøå íèè êîëëèíåàðíûõ êîí-
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ôèãóðàöèé ýòè òàáëèöû ñîãëàñóþòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé òàáëèöåé ðàáîòû [3] è äîïîëíÿþò
åå â òî÷êàõ áèôóðêàöèé. Îòìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìû ï îçíàêîìèëèñü ñ ðàáîòîé [3]
óæå íà çàâåðøàþùåì ýòàïå íàøåãî èññëåäîâàíèÿ, ìû óñïåëè ïîç àèìñòâîâàòü èç íåå óäà÷íûå
îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ òàáëèö.

Ðàññìîòðåíèþ ãëîáàëüíîé ñòðóêòóðû ôàçîâîãî ïîðòðåòà ïîñâ ÿùåí çàêëþ÷èòåëüíûé
ðàçäåë 5. Çäåñü ìû óñòàíàâëèâàåì îáëàñòè èçìåíåíèÿ çíà÷åíè é èíòåíñèâíîñòåé âèõðåé è èí-
òåãðàëîâ äâèæåíèÿ, ãäå ãëîáàëüíàÿ ñòðóêòóðà ôàçîâîãî ïîðò ðåòà îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëè-
âàåòñÿ ïî ëîêàëüíîé. Ìû òàêæå íàïîìèíàåì èçâåñòíûå ðåçóëüò àòû îá óñëîâèÿõ êîìïàêò-
íîñòè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé (ïðåäëîæåíèå 8), íî ïðåäëàãàåì äë ÿ íèõ îðèãèíàëüíîå äîêà-
çàòåëüñòâî. Íàêîíåö, â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññèôèêàöèåé ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ïî ëîêàëüíîìó
ïîâåäåíèþ (ñì. òàáëèöû ðèñ. 4) ìû ïðèâîäèì âñå, çà íåáîëüøèì èñêëþ÷åíèåì, òîïîëîãè÷å-
ñêè ðàçëè÷íûå ôàçîâûå ïîðòðåòû îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ òð åõ âèõðåé.

Îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ïðèâåäåì ñïèñîê èñïîëüçóå-
ìûõ â ðàáîòå îáîçíà÷åíèé:

� x i , yi � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû i -ãî âèõðÿ;

� 
 i è ai = 
 � 1
i � èíòåíñèâíîñòü è îáðàòíàÿ èíòåíñèâíîñòü i -ãî âèõðÿ;

� mi = ( x j � xk)2 + ( yj � yk )2 � êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âèõðÿìè, îòëè÷íûìè îò i -ãî;

� m0 = ( x1 � x2)(y2 � y3) � (y1 � y2)(x2 � x3) � óäâîåííàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü
âèõðåâîãî òðåóãîëüíèêà;

� 
 = 
 1
 2 + 
 2
 3 + 
 3
 1, a = a1a2 + a2a3 + a3a1;

� sgnz � ñèãíàòóðà z 2 R, sgnz = 1 ïðè z > 0, sgnz = � 1 ïðè z < 0 è sgn 0 = 0.

Â ôîðìóëàõ íàáîð èíäåêñîâ (i; j; k ), åñëè èõ äèàïàçîí èçìåíåíèÿ íå çàäàí, ïðèíèìàåò
âñå öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè òðîéêè ÷èñåë(1; 2; 3).

2. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ðåäóêöèÿ

Óðàâíåíèÿ àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ è èíòåãðàëû. Äâèæåíèå òðåõ òî÷å÷íûõ âèõ-
ðåé îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé

_x i = f x i ;H g; _yi = f yi ;H g (2.1)

ñ ãàìèëüòîíèàíîì
H = �

1
4�

�

 1
 2 ln m3 + 
 2
 3 ln m1 + 
 3
 1 ln m2

�
(2.2)

è ñêîáêîé Ïóàññîíà

f f; g g =
3X

i =1

1

 i

� @f
@xi

@g
@yi

�
@g
@xi

@f
@yi

�
: (2.3)

Ïîìèìî ãàìèëüòîíèàíà ýòà ñèñòåìà îáëàäàåò òðåìÿ íåçàâèñèì ûìè ïåðâûìè èíòåãðà-
ëàìè

P =
3X

i =1


 i x i ; Q =
3X

i =1


 i yi ; I =
3X

i =1


 i (x2
i + y2

i );
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ñâÿçàííûìè ñ èíâàðèàíòíîñòüþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îòíîñèòå ëüíî ñäâèãîâ è ïîâîðîòîâ
ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ýòè èíòåãðàëû íå íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè, îäíàêî èç íèõ ìîæíî ñêîí-
ñòðóèðîâàòü ïàðó èíâîëþòèâíûõ èíòåãðàëîâ, íàïðèìåð,

P2 + Q2; D =
(
 1 + 
 2 + 
 3)I � P2 � Q2


 1
 2
 3
=

m1


 1
+

m2


 2
+

m3


 3
;

÷òî ïîçâîëÿåò ïîíèçèòü ïîðÿäîê ñèñòåìû íà ÷åòûðå åäèíèöû.
Ïðî ñèñòåìó (2.1)�(2.3) ãîâîðÿò, ÷òî îíà îïèñûâàþò àáñîëþòíîå äâèæåíèå âèõðåé. Ñ îò-

íîñèòåëüíûì äâèæåíèåì àññîöèèðóþò ðåäóöèðîâàííóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó.

Ðåäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

f mi ; mj g = � 4akm0; f m0; mi g = ( ak � aj )mi + ( aj + ak )(mk � mj ): (2.4)

Â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ mi , i = 0 ; 1; 2; 3, îíè îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó ëè-ïóàññîíîâà ìíî-
ãîîáðàçèÿ ñ öåíòðàëüíûìè ôóíêöèÿìè D è

F = 4m2
0 + m2

1 + m2
2 + m2

3 � 2(m1m2 + m2m3 + m3m1):

Ïîñëåäíÿÿ âîçíèêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ Ãåðîíà, ñâÿçûâàþùåãî ï ëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ äëè-
íàìè åãî ñòîðîí.

Ðåäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà îïðåäåëÿåòñÿ êàê îãðàíè÷åíèå íà ñèìïëåêòè÷åñêèé ëèñò D =
= const, F = 0 ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (2.2) è ñêîáêîé (2. 4) [2].

Ñèñòåìó (2.2), (2.4) áóäåì íàçûâàòü ïðèâåäåííîé . Â ÿâíîì âèäå åå óðàâíåíèÿ �

_m0 =
X (ai + aj )(mi � mj )

4�a i aj mk
; _mi = �

m0(mj � mk )
�a i mj mk

: (2.5)

Ñêîáêà (2.4) � ëèíåéíàÿ; ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ëè íàçûâà åòñÿâèõðåâîé àëãåáðîé.

Ñòðóêòóðà ñèìïëåêòè÷åñêîãî ëèñòà. Ñèìïëåêòè÷åñêèé ëèñò â çàâèñèìîñòè
îò çíàêà a ãîìåîìîðôåí ýëëèïñîèäó ( a > 0), ïàðàáîëîèäó ( a = 0 ) èëè ãèïåðáîëîè-
äó (a < 0) [2]. Ïðè a 6= 0 , ïîëàãàÿ

e0 =
X ai mi

4a
; e1 =

m0

2
p

jaj
; e2 = e0 �

m3

2(a1 + a2)
;

e3 =
a1(m1 � m2 + m3) + a2(m1 � m2 � m3)

4
p

jaj(a1 + a2)
;

(2.6)

íàõîäèì

f e0; ei g = 0 ; f e1; e2g = e3; f e2; e3g = e1; f e3; e1g = sgn(a)e2 (2.7)

è, êîëü ñêîðî F = 0 ,
e2

1 + sgn(a)e2
2 + e2

3 � sgn(a)e2
0 = 0 : (2.8)

Ìû âèäèì, ÷òî â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ñèìïëåêòè÷åñêèé ëèñò � ñôå ðà ïðè a > 0 è äâó-
ïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä ïðè a < 0. Ïðè e0 = 0 ìû èìååì, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êó è êîíóñ.
Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (2.7).
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Çàìå÷àíèå. Îáðàçóþùèå (2.6) íå îïðåäåëåíû ïðè a1 + a2 = 0 . Ïåðåíóìåðîâûâàÿ â ñëó÷àå
íåîáõîäèìîñòè âèõðè, âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü a1 + a2 6= 0 .

Ïðè a = 0 ìû ïîëàãàåì

e0 =
X

ai mi ; e1 = m0; e2 =
m3

2(a1 + a2)
;

e3 = �
a1(m1 � m2 + m3) + a2(m1 � m2 � m3)

2(a1 + a2)

(2.9)

è íàõîäèì

f e0; ei g = 0 ; f e1; e2g = e3; f e2; e3g = e1; f e3; e1g = � e0; (2.10)

e2
1 + e2

3 � 2e0e2 = 0 : (2.11)

Çäåñü ñèìïëåêòè÷åñêèé ëèñò � ïàðàáîëîèä ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (2.10). Ïðè e0 =
= 0 îí âûðîæäàåòñÿ â ëó÷.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ âèõðåâîé àëãåáðû. Êîñíåìñÿ âîïðîñà î ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèÿõ âèõðåâîé àëãåáðû, ñîõðàíÿþùèõ ðàññëîåííóþ ñòðóêòó ðó ïóàññîíîâà ìíîãîîáðà-
çèÿ (2.7), (2.8) èëè (2.10), (2.11). Ïðè a > 0 ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóòü âðàùåíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå e0 = const, ïðè a < 0 � êîìïîçèöèÿ ïîäõîäÿùèõ îáû÷íûõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ
âðàùåíèé, ïðè a = 0 � ýòî ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

e00 = e0;

e10 = Ae0 cos� + e1 cos� + e3 sin �;

e20 = 1=2A2e0 + Ae1 cos(� + � ) + e2 + Ae3 sin(� + � );

e30 = Ae0 sin � � e1 sin � + e3 cos�;

ãäåA, � è � � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ýòîò âîïðîñ íàì èíòåðåñåí ñ òî÷êè çðåíèÿ âûáîðà îáðàçóþùèõ â èõðåâîé àëãåáðû.

Ïðè e0 6= 0 óêàçàííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ëþáóþ òî÷êó ñèìïëåêòè÷åñêîã î ëèñòà ìîæíî
ïåðåìåñòèòü â åãî ¾îñíîâàíèå¿ � òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè e1 = e3 = 0 . Òàê, ïðè a 6= 0 ìîæíî
ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, îáðàçóþùèå

e0 =
X ai

4a
mi ; e1 =

m0

2
p

jaj
; e2 =

E0

E2
e0 +

X M i � M j � M k

16aE2
mi ;

e3 =
X (ai + aj )M j � (ak + ai )M k

16a
p

jajE2
mi ;

(2.12)

ïåðåâîäÿùèå â îñíîâàíèå E1 = E3 = 0 ïîâåðõíîñòè (2.8) òî÷êó, îòâå÷àþùóþ êîíôèãóðàöèè
âèõðåé ñ íóëåâîé ïëîùàäüþ è êâàäðàòàìè äëèí ñòîðîí M 1, M 2 è M 3.

Îáðàòíîå ê (2.12) ïðåîáðàçîâàíèå äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

m0 = 2
p

jaje1; mi = 2( aj + ak )
�

e0 �
E0

E2
e2

�
+

+
2aM i e2 �

p
jaj

�
aj (M k � M i � M j ) � ak(M j � M k � M i )

�
e3

2aE2
:
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Êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Ïðè ôèêñèðîâàííîì e0 íà ïîâåðõíîñòè (2.8) ìîæíî
ââåñòè (ìíîãèìè ñïîñîáàìè [2]) êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Ì û èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå:

x = �

p
2e1p

je0j + sgn(a)e2
; y =

p
2e3p

je0j + sgn(a)e2
: (2.13)

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî f x; yg = 1 . Îáðàùåíèå (2.13) äàåòñÿ âûðàæåíèÿìè

e2 = sgn(a)je0j �
x2 + y2

2
;

e1 = �

p
je0j + sgn(a)e2p

2
x; e3 =

p
je0j + sgn(a)e2p

2
y:

Ïðè a = 0 â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò ìû áåðåì

x =
e1p
je0j

; y =
e3p
je0j

: (2.14)

3. Îñîáûå òî÷êè ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû

Ó ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû èìååòñÿ òðè âèäà îñîáûõ òî÷åê. Ýòî òî÷êè, îòâå÷àþùèå
ñèíãóëÿðíîé ( mi = mj , mk = 0), ðàâíîñòîðîííåé ( m1 = m2 = m3) è êîëëèíåàðíîé ( m0 =
= 0 , _m0 = 0) êîíôèãóðàöèÿì âèõðåé. Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ÷èñëå è òèïå îñî áûõ òî÷åê
íà ôàçîâîì ïîðòðåòå ñèñòåìû. Áóäåì ñ÷èòàòü 0 < 
 1 6 
 2.

Ñèíãóëÿðíûå è ðàâíîñòîðîííèå êîíôèãóðàöèè. Ïîëîæèì

D i = aj + ak ; De = a1 + a2 + a3:

Íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå íà ôàçîâîì ïîðòðåòå, îòâå÷àþùåì çíà ÷åíèþ D , ñèíãóëÿðíîé êîí-
ôèãóðàöèè mi = 0 (ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíîñòîðîííåé êîíôèãóðàöèè) îïðåäåëÿ åòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì sgnD = sgn D i (ñîîòâåòñòâåííî, sgnD = sgn De). Åñëè ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ �
êîíôèãóðàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò.

Êîëëèíåàðíûå êîíôèãóðàöèè. Êîëëèíåàðíûå êîíôèãóðàöèè ïðèíÿòî ïàðàìåò-
ðèçîâàòü âåëè÷èíîé z 2 R, ïîëàãàÿ

m1 = z2m3; m2 = (1 � z)2m3:

Ïðè z > 1 ïåðâûé âèõðü ëåæèò ìåæäó âòîðûì è òðåòüèì, ïðè z < 0 � âòîðîé ìåæäó
òðåòüèì è ïåðâûì, è ïðè 0 < z < 1 � òðåòèé ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì. Ýòè êîíôèãóðàöèè
ìû íàçûâàåì, ñîîòâåòñòâåííî, êîíôèãóðàöèÿìè ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî òèïà è îáî-
çíà÷àåì I, II è III .

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðåàëèçàöèè êîëëèíåàðíîé êîíôèãóðàöè è ( _m0 = 0) ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå


 3 =
z2(z � 2)
 1 + ( z + 1)( z � 1)2
 2

2z � 1
: (3.1)
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Ðèñ. 1. Ãðàôèê ôóíêöèè (3.1) ïðè 
 1 = 1 è 
 2 = 1 ;1.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ôóíêöèÿ (3.1) èìååò åäèíñòâåííûé êîíå÷íûé ìèíèìóì zc. Åñ-
ëè 
 1 6= 
 2, òî 1=2 < z c < 1, èíà÷å zc = 1=2. Íà èíòåðâàëàõ z < 1=2 è 1=2 < z < z c ôóíêöèÿ
ìîíîòîííî óáûâàåò, íà èíòåðâàëå z > z c � ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü 
 1 6= 
 2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ (3.1) ïî z:

_
 3 =
z(4z2 � 7z + 4) 
 1 + ( z � 1)(4z2 � z + 1) 
 2

(2z � 1)2 : (3.2)

Òàê êàê4z2 � 7z+4 > 0 è 4z2 � z+1 > 0 ïðè ëþáîì z, òî _
 3 < 0 ïðè z 6 0. Íà èíòåðâàëå 0 <
z < 1=2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà _
 3 < _
 3j
 1= 
 2 < 0. Íà èíòåðâàëå z > 1=2 ïðîèçâîäíàÿ èìååò
â òî÷íîñòè îäèí íóëü zc, èáî ÷èñëèòåëü (3.2) íà ýòîì èíòåðâàëå âîçðàñòàåò è ïðèíèìà åò
çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ.

Ñëó÷àé 
 1 = 
 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Ïîëîæèì 
 c = 
 3(zc). Âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè 
 c è 
 1, 
 2 ðåøàåò

Ïðåäëîæåíèå 2. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

� 
 2 6 
 c < � 
 1; åñëè 
 1 6

p
3

2

 2; (3.3)

� 
 1 � 
 2 < 
 c < � 
 2; åñëè 
 1 >

p
3

2

 2;

ïðè÷åì ðàâåíñòâà â (3.3) äîñòèãàþòñÿ îäíîâðåìåííî. Ïðè 
 1 = 
 2 
 c = � 5
4 
 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
ßñíî, ÷òî 
 c < 
 3(1) = � 
 1. Íåðàâåíñòâî 
 c > � 
 1 � 
 2 ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé


 1 + 
 2 + 
 3 =
(z2 � z + 1)( 
 1z + 
 2z � 
 1)

2z � 1
> 0 (z > 1=2):

Èç ñîîòíîøåíèé


 2 + 
 3


 1 + 
 2
=

z(z � z1)(z � z2)
2z � 1

; z1;2 =
2
 1 + 
 2 �

p
4
 2

1 � 3
 2
2

2(
 1 + 
 2)
>

1
2

; (3.4)

ðàññìàòðèâàåìûõ ïðè z > 1=2, ñëåäóåò, ÷òî
 2 + 
 c � inf 
 3 (
 2 + 
 3) > 0, åñëè ïîäêîðåííîå
âûðàæåíèå â (3.4) îòðèöàòåëüíî; 
 2 + 
 c = 0 , åñëè îíî ðàâíî íóëþ; è 
 2 + 
 c < 0, åñëè îíî
ïîëîæèòåëüíî.

Òî, ÷òî 
 c = � 5
4 
 1 ïðè 
 1 = 
 2, ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. �
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- 
 3

�1 � 
 1 � 
 2 � 
 2 
 c � 
 1 � 
 1 
 2=(
 1+ 
 2) 0 1

I

II

III 1

III 2

III 3

Ðèñ. 2. Îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ââåäåííûõ òèïîâ êîëëèíåàðíîé ê îíôèãóðàöèè ïðè 
 1 6
p

3
2 
 2 (îòìå-

÷åíû ñïëîøíîé ëèíèåé).

Îáîçíà÷èì êîëëèíåàðíûå êîíôèãóðàöèè èç èíòåðâàëîâ (0; 1=2), (1=2; zc) è (zc; 1) ÷å-
ðåç III 2, III 3 è III 1. Íà ýòèõ èíòåðâàëàõ (êàê è íà èíòåðâàëàõ z < 0 è z > 1) êîëëèíåàðíûå
êîíôèãóðàöèè ïðè ôèêñèðîâàííûõ 
 1 è 
 2 îäíîçíà÷íî ïàðàìåòðèçóþòñÿ 
 3 (ñì. ðèñ. 2).

Ïîëîæèì
Dc = a1z2 + a2(1 � z)2 + a3:

Ïðè çàäàííîì D êîëëèíåàðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ z ðåàëèçóåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäàsgnD = sgn Dc. Îïðåäåëèì D I , D II , D III è D III i êàê îãðàíè÷åíèÿ Dc íà ñîîòâåòñòâóþùèå
îáëàñòè èçìåíåíèÿ z. Ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 3.

sgnD I = sgn D II = sgn De; sgnD III = sgn a:

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

Dc =
z(z � 1)(
 1z + 
 2z � 
 1)De


 1z + 
 2z � 
 2
=

z(z � 1)(
 1z2 + 
 2z2 � 2
 1z � 
 2)a
z2 � z + 1

:

Êîýôôèöèåíò ïðè De ïîëîæèòåëåí ïðè z < 0 è z > 1, êîýôôèöèåíò ïðè a ïîëîæèòåëåí
ïðè 0 < z < 1. �

Ðàñïðåäåëåíèå îñîáûõ òî÷åê ïî ÷èñëó è òèïó. Î ðåàëèçàöèè ïðè äàííûõ çíà÷å-
íèÿõ èíòåíñèâíîñòåé è D òîé èëè èíîé ñòàöèîíàðíîé êîíôèãóðàöèè óäîáíî ñóäèòü ïî äèà -
ãðàììàì, ïîäîáíûì ïðèâåäåííûì íà ðèñ. 2, 3 äëÿ ñëó÷àÿ 
 1 6

p
3

2 
 2 (â ñëó÷àå
 1 >
p

3
2 
 2 â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåíèåì 2 òî÷êó 
 c ñëåäóåò ïåðåìåñòèòü â ïðîìåæóòîê (� 
 1 � 
 2; � 
 2]).

- 
 3

�1 � 
 1 � 
 2 � 
 2 
 c � 
 1 � 
 1 
 2=(
 1+ 
 2) 0 1

D 1

D 2

D 3

D e ;D I ;D II

D III ; a

Ðèñ. 3. Îáëàñòè ïîñòîÿííîãî çíàêà èíòåãðàëà D â îñîáûõ òî÷êàõ ïðè 
 1 6
p

3
2 
 2. Èíòåðâàëû D > 0

îòìå÷åíû ñïëîøíûìè ëèíèÿìè, èíòåðâàëû D < 0 îñòàâëåíû ïóñòûìè.
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Òàê, íàïðèìåð, ïðîèçâîëüíîìó 
 3 èç îáëàñòè� 
 1� 
 2 < 
 3 < 
 2 ïðè D > 0 îòâå÷àþò òðè
ñèíãóëÿðíûå è äâå (ïî ÷èñëó îðèåíòàöèé) ðàâíîñòîðîííèå êîí ôèãóðàöèè. Êîëëèíåàðíûå
êîíôèãóðàöèè íå ðåàëèçóþòñÿ. Ïðè D < 0 èìååòñÿ òîëüêî êîëëèíåàðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ
òèïà III 2. Ïðè D = 0 ñòàöèîíàðíûå êîíôèãóðàöèè îòñóòñòâóþò.

4. Óñòîé÷èâîñòü îñîáûõ òî÷åê ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû

Ñèíãóëÿðíûå êîíôèãóðàöèè ïðè D 6= 0 . Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñèí-
ãóëÿðíóþ òî÷êó m1 = 0 ïðè a 6= 0 ; ïðî÷èå âàðèàíòû àíàëèçèðóþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Âûáåðåì îáðàçóþùèå (2.12) òàê, ÷òîáû òî÷êà îêàçàëàñü â îñíîâ àíèè íèæíåé âåòâè
ïàðàáîëîèäà (2.8), ò. å. ïîëîæèì â (2.12) M 1 = 0 , M 2 = M 3 è E2 = �j E0j. Â êàíîíè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ (2.13) ýòîé òî÷êå îòâå÷àþò çíà÷åíèÿ x = y = 0 . Â ïîëÿðíûõ (îòíîñèòåëüíî x; y)
êîîðäèíàòàõ r; � äëÿ ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû ïðè r ! 0 èìååì

_r = O(r ); _� =

 2
 3

2�r 2 + O(r ):

Ó÷èòûâàÿ ãàìèëüòîíîâîñòü ñèñòåìû, äåëàåì âûâîä, ÷òî ðàññì àòðèâàåìàÿ îñîáàÿ òî÷êà �
öåíòð.

Ðàâíîñòîðîííèå êîíôèãóðàöèè ïðè D 6= 0 . Ëèíåàðèçóåì ñèñòåìó (2.5) â òî÷-
êå m1 = m2 = m3. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèðàùåíèé èìååì

_� 0 = �
X aj � ak

4�a j akmi
� i ; _� i = �

m0

�a i mi
(� j � � k):

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �

� 1 = � 2 = 0 ; � 3;4 = �
m0

�m 2
1

p
� 
:

Íóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñâÿçàíû ñ èíòåãðàëàìè F = 0 è D = const è èñ÷åçàþò ïðè
îãðàíè÷åíèè íà ñèìïëåêòè÷åñêèé ëèñò ñèñòåìû. Âèä îñòàâøèõñ ÿ êîðíåé ïîçâîëÿåò ñäåëàòü

Ïðåäëîæåíèå 4. Óñòîé÷èâîñòü îñîáîé òî÷êè, îòâå÷àþùåé ðàâíîñòîðîííåé êîí -
ôèãóðàöèè, îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì âåëè÷èíû 
 : ïðè 
 > 0 òî÷êà óñòîé÷èâà, ïðè 
 < 0 �
íåóñòîé÷èâà.

Ïðè 
 = 0 ðàâíîñòîðîííÿÿ êîíôèãóðàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ, î÷åâèäíî, ëèøü ïðè D = 0 .
Êîëëèíåàðíûå êîíôèãóðàöèè ïðè D 6= 0 . Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé a 6=

6= 0 : ïðè a = 0 ðåàëèçóåòñÿ ëèøü êîíôèãóðàöèÿ z = 
 1

 1+ 
 2

, à òîãäà D = 0 . Ïåðåéäåì
ê êîîðäèíàòàì (2.12) ïðè

M 1 = z2M 3; M 2 = (1 � z)2M 3;

ãäåz ïðåäñòàâëÿåò âûáðàííóþ òî÷êó. Èìååì â ýòîé òî÷êå e1 = e3 = 0 .
Èñêëþ÷àÿ ñ ïîìîùüþ (2.8) èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ e2 è ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèÿ, íàõîäèì

äëÿ âîçìóùåíèé

_� 1 = �
AE 0

2�E 2M 1M 2M 3
� 3; _� 3 = �

BE 0

2�E 2M 1M 2M 3
� 1;

ãäå
A =

X
(
 i + 
 j )M i M j ; B =

X 
 i

3
(M j � M k)2:

Îòñþäà ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïðè A 6= 0 è B 6= 0 óñòîé÷èâîñòü îñîáîé òî÷êè, îòâå÷àþùåé
êîëëèíåàðíîé êîíôèãóðàöèè, îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ïðîèçâåä åíèÿ AB : ïðè AB < 0 òî÷êà
óñòîé÷èâà, ïðè AB > 0 � íåóñòîé÷èâà.

ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, • 2, ñ. 307�326



316 À. È. Ãóäèìåíêî, À. Ä. Çàõàðåíêî

Áîëåå êîíêðåòíî, èìååì

Ïðåäëîæåíèå 6. Êîíôèãóðàöèè òèïà I è II óñòîé÷èâû ïðè 
 < 0 è íåóñòîé÷èâû
ïðè 
 > 0. Êîíôèãóðàöèè òèïà III 1 è III 2 âñåãäà óñòîé÷èâû, êîíôèãóðàöèÿ òèïà III 3 âñåãäà
íåóñòîé÷èâà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîëîæèì M 3 = 1 . Èìååì

A = z(z � 1)(2z � 1) _
 3; (4.1)

B = z(z � 1)(
 1z2 + 
 2z2 � 2
 1 � 
 2) =
z(z � 1)(2z � 1)

 1z + 
 2z � 
 2


: (4.2)

Èç (4.1), â ñâåòå ïðåäëîæåíèÿ 1, ñëåäóåò, ÷òîA > 0 íà èíòåðâàëàõ z < 0, 1=2 < z < z c

è z > 1 è A < 0 íà èíòåðâàëàõ 0 < z < 1=2 è zc < z < 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (4.2) ñëåäóåò,
÷òî B > 0 íà èíòåðâàëå 0 < z < 1, à âíå åãî çíàêè B è 
 ñîâïàäàþò. �

Ïðè 
 = 0 , ñîãëàñíî äèàãðàììàì ðèñ. 2 è 3, ðåàëèçóþòñÿ ëèáî êîíôèãóðà öèÿ òèïà III 3,
ëèáî òå, ó êîòîðûõ D = 0 . Êîíôèãóðàöèÿ z = 1=2 ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî ïðè 
 1 = 
 2, à â ýòîì
ñëó÷àåzc = 1=2.

Ïðè z = zc ëèíåéíîãî àíàëèçà íå äîñòàòî÷íî äëÿ ñóæäåíèÿ îá óñòîé÷èâîñ òè êîíôè-
ãóðàöèè. Ó÷åò ïåðâûõ íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ ïðèâîäèò ïðè 
 1 6= 
 2 è 
 1 = 
 2 ê ñèñòåìàì
óðàâíåíèé

_� 1 = �

 1

p
� a(z � 2)(2z � 1)(z + 1)

�z (4z2 � z + 1)( z � 1)2 (� 2
1 � � 2

3);

_� 3 = �
3
 1(z2 � z + 1)

� (4z2 � z + 1)( z � 1)
� 1

è
_� 1 =

48
5�
 1

(3� 2
1 � � 2

3)� 3; _� 3 =
3
 1

�
� 1:

Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ óðàâíåíèé êîýôôèöèåíòû ïðè ìíîæèòåëÿõ , ñîäåðæàùèõ âîçìóùå-
íèÿ, ïîëîæèòåëüíû. Îòñþäà äåëàåì âûâîä [10]:

Ïðåäëîæåíèå 7. Êðèòè÷åñêàÿ êîíôèãóðàöèÿ íåóñòîé÷èâà ïðè 
 1 6= 
 2 è óñòîé÷èâà
ïðè 
 1 = 
 2.

Ñòàöèîíàðíûå êîíôèãóðàöèè ïðè D = 0 . Ïðè òàêîì D îñîáûå òî÷êè ðåàëèçó-
þòñÿ òîëüêî â òðåõ ñëó÷àÿõ (ñì. äèàãðàììó ðèñ. 3):

1) 
 1 + 
 3 = 0 èëè 
 2 + 
 3 = 0 (ñèíãóëÿðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ);

2) 
 = 0 (ðàâíîñòîðîííÿÿ è êîëëèíåàðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ);

3) a = 0 (êîëëèíåàðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 
 2 + 
 3 = 0 (ñëó÷àé 
 1 + 
 3 = 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).
Â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ âèõðåâîé àëãåáðû ïðèìåì îáðàçóþùèå ( 2.6), ïåðåéäåì ê êàíîíè-
÷åñêèì êîîðäèíàòàì (2.13), à îò íèõ � ê ïîëÿðíûì r; � . Èç èíòåãðàëà ýíåðãèè è óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ íàõîäèì

r 2 =
h

(
 2
1 + 
 2

2 � 2
 1
 2 sin � )
 1=
 2 (sin � + 1)
; _� = �


 2

2�r 2 ;
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ãäåh > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ìû âèäèì, ÷òî îñîáûå òî÷êè ðåäóö èðîâàííîé ñèñòå-
ìû ñîñòàâëÿþò ñèíãóëÿðíûé ëó÷ � = � 1

2 � è âñå ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû íåîãðàíè÷åííû.
Äâèæåíèå âáëèçè ñèíãóëÿðíîãî ëó÷à, à òàêæå ïðè áîëüøèõ îòðè öàòåëüíûõ y è ïðè 
 1 = 
 2

ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó
_x = 0 ; _y = �


 2
2

2�x
:

Ïðè 
 = 0 èíòåãðàëüíûå êðèâûå ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû èìåþò âèä

mi = mi 1t + mi 0; i = 0 ; 1; 2; 3;

ñ ïîäõîäÿùèìè êîýôôèöèåíòàìè mi 0 è mi 1. Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ôàçîâûé ïîðò-
ðåò ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ëó÷åé, èñõîäÿùèõ èç íà÷à ëà êîîðäèíàò. Îñîáûå òî÷êè,
îòâå÷àþùèå êîëëèíåàðíûì êîíôèãóðàöèÿì, îáðàçóþò ëó÷è � = � 1

2 � , à îñîáûå òî÷êè, îò-
âå÷àþùèå ðàâíîñòîðîííèì êîíôèãóðàöèÿì, � ïàðó ëó÷åé â âåðõ íåé ïîëóïëîñêîñòè:

sin � =

 2 � 
 1

2
p


 2
1 + 
 1
 2 + 
 2

2

:

Ïðè a = 0 ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû öåëèêîì ñîñòîèò èç îñîáûõ òî÷ åê, îòâå÷àþ-
ùèõ êîëëèíåàðíîé êîíôèãóðàöèè

z =

 1


 1 + 
 2
:

Âûâîäû. Ñîáåðåì âìåñòå ðåçóëüòàòû îá óñòîé÷èâîñòè.

Òåîðåìà 1. Ñèíãóëÿðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ íåóñòîé÷èâà òîëüêî ïðè D = 0 . Ðàâíîñòî-
ðîííÿÿ � óñòîé÷èâà ïðè 
 > 0 è íåóñòîé÷èâà ïðè 
 6 0. Êîëëèíåàðíûå êîíôèãóðàöèè òè-
ïà I è II óñòîé÷èâû ïðè 
 < 0 è íåóñòîé÷èâû ïðè 
 > 0. Êîíôèãóðàöèè III 1 è III 2 âñåãäà
óñòîé÷èâû, III 3 � âñåãäà íåóñòîé÷èâà. Êîíôèãóðàöèÿ zc óñòîé÷èâà ïðè 
 1 = 
 2, èíà÷å �
íåóñòîé÷èâà.

Ðåçóëüòàòû ïî óñòîé÷èâîñòè, òèïó è ÷èñëó îñîáûõ òî÷åê íà ôàç îâîì ïîðòðåòå ðåäóöè-
ðîâàííîé ñèñòåìû ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû â äâå òàáëèöû: îäíà � äëÿ ñëó÷àÿ
 1 >

p
3

2 
 2, äðó-

ãàÿ � äëÿ ñëó÷àÿ 
 1 6
p

3
2 
 2. Íà ðèñ. 4a ïðèâåäåíà òàáëèöà äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ, íà ðèñ. 4b �

ôðàãìåíò òàáëèöû äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ.

- 
 3

1

�1

2

a=0

3


 c

I

� 
 2

II

� 
 1

III 1


 =0

III 2

0

III 3

1

E

� 
 2 
 c

s+ s+ s+ u0 s� s�

s+ s+ s+ s+ s+ s+

s+ s+ s+ s+ s+ s+

� � � � � �

� � � � s+ s+

� � � � � �

s+ s0 s� � � �

� � � � � �

u+ u+ u+ u+ u+ u+

s� s� s� s� s� s+

s+ u0 s� s� s� s+

s+ s+ s+ s+ s+ s+

� � s+ u0 u� u+

s+ s+ s+ u0 u� u+

s� � � � � �

� � � � � �

u� u� u� u� u� u+

u+ u+ u+ u0 s� s+

s+ s+ u0

s+ s+ s+

s+ s+ s+

� � �

� � �

� s� s�

s� s� �

� u� u�

u+ u+ u+

(a) (b)

Ðèñ. 4. Óñòîé÷èâîñòü è ñèãíàòóðàD ñòàöèîíàðíîé êîíôèãóðàöèè âèõðåé êàê ôóíêöèÿ 
 3: (a) �
òàáëèöà äëÿ ñëó÷àÿ
 1 >

p
3

2 
 2; (b) � ôðàãìåíò òàáëèöû äëÿ ñëó÷àÿ 
 c > � 
 2 (òàáëèöà öåëèêîì
ïîëó÷àåòñÿ èç (a) çàìåíîé ôðàãìåíòà [
 c; � 
 2] íà (b)). Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ: s � stable, u �
unstable, âåðõíèé èíäåêñ ïðåäñòàâëÿåò ñèãíàòóðóD.
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Ñ ó÷åòîì ñëåäóþùèõ çàìå÷àíèé ýòè òàáëèöû äàþò èñ÷åðïûâàþùó þ èíôîðìàöèþ î ëîêàëü-
íîé ñòðóêòóðå ôàçîâîãî ïîðòðåòà.

1) Èç òàáëèö èñêëþ÷åíà êîíôèãóðàöèÿ zc. Îíà ðåàëèçóåòñÿ ïðè 
 3 = 
 c è îòíîñèòñÿ ê òè-
ïó u� , åñëè
 1 6= 
 2, è òèïó s� , åñëè
 1 = 
 2.

2) Ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå áèôóðêàöèîííûì çíà÷åíèÿì 
 3 (a = 0 , 
 c, � 
 2, 
 1, 
 = 0 ),
âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî íåïîñðåäñòâåííî (ñëåâà è ñïðàâà) ïðè ìûêàþùèì ê íèì ñòîëáöàì
è èíôîðìàöèè îá óñòîé÷èâîñòè îñîáûõ òî÷åê ïðè D = 0 . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîé
êîíôèãóðàöèè ñèãíàòóðà D â òî÷êå áèôóðêàöèè îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì D íåïîñðåäñòâåí-
íî ñëåâà è ñïðàâà îò ýòîé òî÷êè. Åñëè ýòîò çíàê îäèíàêîâ, òî îí ñîõðàíÿåòñÿ è â òî÷êå
áèôóðêàöèè, åñëè ðàçíûé, òî sgnD = 0 . Òèï óñòîé÷èâîñòè ïðè ïðîõîæäåíèè áèôóðêà-
öèîííîãî çíà÷åíèÿ â ïåðâîì ñëó÷àå ñîõðàíÿåòñÿ, âî âòîðîì � î ïðåäåëÿåòñÿ òèïîì óñòîé-
÷èâîñòè îñîáîé òî÷êè ïðè D = 0 . Êîíôèãóðàöèÿ íå ðåàëèçóåòñÿ â òî÷êå áèôóðêàöèè,
åñëè îíà íå ðåàëèçóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåâà èëè ñïðàâà îò íåå.

3) Ìû íå ïðèâåëè òàáëèöû ïðè 
 1 = 
 2 è 
 c = � 
 2. Îíè ñîâïàäàþò ñ òàáëèöåé (a), çà èñêëþ-
÷åíèåì, ñîîòâåòñòâåííî, ôðàãìåíòîâ [� 
 2; � 
 1] è [
 c; � 
 2]. Ïîñëåäíèå ñëåäóåò çàìåíèòü
íà äîëæíûì îáðàçîì ìîäèôèöèðîâàííûå ñòîëáöû � 
 1 è 
 c.

Îòìåòèì åùå

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ïðè çàäàííûõ 
 1, 
 2, 
 3 è D ðåàëèçóåòñÿ êàê ðàâíîñòîðîííÿÿ,
òàê è êîëëèíåàðíàÿ êîíôèãóðàöèè âèõðåé. Òîãäà åñëè îäíà èç í èõ óñòîé÷èâà, òî äðóãàÿ
íåóñòîé÷èâà, è íàîáîðîò.

5. Ñòðóêòóðà è êëàññèôèêàöèÿ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ
îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ

Âñëåäñòâèå èíâàðèàíòíîñòè ïðèâåäåííîé ñèñòåìû (2.5) îòíîñ èòåëüíî ðàñòÿæåíèé mi !
�m i , t ! �t ôàçîâûå ïîðòðåòû íà åå ñëîÿõ D = const îòíîñèòåëüíî òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ðàçáèâàþòñÿ íà òðè êëàññà â ñîîòâåòñòâèè ñ ñèãíàòóðîé D .

Ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà ôàçîâîãî ïîðòðåòà îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëî ì îñîáûõ òî÷åê è èõ òèïîì
óñòîé÷èâîñòè. Ýòè ñâåäåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â òàáëèöàõ ðèñ. 4 è çàìå÷àíèÿõ ê íèì. Ãëîáàëüíàÿ
ñòðóêòóðà (ïðè ôèêñèðîâàííîé ëîêàëüíîé) îò÷àñòè îïðåäåëÿ åòñÿ îòíîøåíèåì ñâÿçàííîñòè
îñîáûõ òî÷åê � ìû ãîâîðèì, ÷òî äâå òî÷êè ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñâÿçàíû , åñëè îíè ñîåäèíåíû
ôàçîâîé êðèâîé. Èíà÷å ãîâîðÿ, â ñâÿçàííûõ òî÷êàõ çíà÷åíèå è íòåãðàëà ýíåðãèè ôèêñèðî-
âàíî.

Çàïèøåì ýòîò èíòåãðàë â âèäå

h � ma1
1 ma2

2 ma3
3 :

Çàâèñèìîñòü h îò 
 1;
 2;
 3 è D â îñîáûõ òî÷êàõ, îòâå÷àþùèõ ðàâíîñòîðîííåé è êîëëèíåàðíîé
êîíôèãóðàöèÿì, ïðè D 6= 0 èìååò âèä [2]

he =
� D

a1 + a2 + a3

� a1+ a2+ a3
; (5.1)

hc = z2a1 (1 � z)2a2

� D
a1z2 + a2(1 � z)2 + a3

� a1+ a2+ a3
: (5.2)

Ñâÿçàííîñòü îñîáûõ òî÷åê îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå â íèõ çíà÷åíè é ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíê-
öèé (5.1), (5.2).
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Ñîãëàñíî òàáëèöàì ðèñ. 4 òî÷êè, îòâå÷àþùèå ðàâíîñòîðîííåé è êîëëèíåàðíîé êîíôèãó-
ðàöèÿì, íå ìîãóò áûòü ñâÿçàíû (ñì. òàêæå ñëåäñòâèå 1). Òî æå ñ ïðàâåäëèâî è â îòíîøåíèè
îñîáûõ òî÷åê, îòâå÷àþùèõ êîëëèíåàðíûì êîíôèãóðàöèÿì ïðè 
 6 0. Ïðè 
 > 0 èìååòñÿ òðè
íåóñòîé÷èâûõ êîëëèíåàðíûõ êîíôèãóðàöèè z1, z2 è z3. Åñëè 
 1 = 
 2, òî èç óðàâíåíèÿ (3.1)
íàõîäèì

z1 =
1
2

; z2;3 =
1
2

�

r
5
4

+

 3


 1
:

È ìû âèäèì, ÷òî hc(z2) = hc(z3), ò. å. îñîáûå òî÷êè z2 è z3 ñâÿçàíû. Ïðè 
 1 = 
 2 = 
 3 ñâÿ-
çàíû âñå òðè îñîáûå òî÷êè. Ãðàôè÷åñêîå èññëåäîâàíèå hc(
 3) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ 
 1, 
 2, 
 3 îñîáûå òî÷êè íå ñâÿçàíû. Îäíàêî òàêîå èññëåäîâàíèå íå ÿâëÿå òñÿ
äîêàçàòåëüñòâîì.

Äðóãîé ôàêòîð, îïðåäåëÿþùèé ãëîáàëüíóþ ñòðóêòóðó ôàçîâîã î ïîðòðåòà, � íàëè÷èå
íåîãðàíè÷åííûõ (íåêîìïàêòíûõ) òðàåêòîðèé. Ñïðàâåäëèâî [ 2]

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ 
 1; 
 2 > 0 ôàçîâûå òðàåêòîðèè êîìïàêòíû
ïðè âñåõ 
 3, èñêëþ÷àÿ 
 3 = � 
 2, 
 3 = � 
 1 è 
 3 = � 
 1 
 2


 1+ 
 2
. Ïðè óêàçàííûõ 
 3 èìåþòñÿ

íåêîìïàêòíûå òðàåêòîðèè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èññëåäóåì àñèìïòîòèêó h ïðè m3 ! 1 . Ïðè a < 0 ïðèìåì çà îáðàçóþùèå âèõðåâîé

àëãåáðû (2.6), ïåðåéäåì ê êàíîíè÷åñêèì êîîðäèíàòàì (2.13) , à îò íèõ � ê ïîëÿðíûì r; � .
Èìååì ïðè r ! 1

m1 =
a2

2 + 2
p

jaja2 sin � + jaj
a1 + a2

r 2 + O(1);

m2 =
a2

1 � 2
p

jaja1 sin � + jaj
a1 + a2

r 2 + O(1); m3 = ( a1 + a2)r 2:

Êîýôôèöèåíòû â ýòèõ ðàçëîæåíèÿõ îáðàùàþòñÿ â íóëü íà îòðåçê å 0 6 � < 2� , òîëüêî
åñëèa2 + a3 = 0 è a3 + a1 = 0 ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ýòè ñëó÷àè èñêëþ÷èòü,
òî

h = O(r 2(a1 + a2+ a3 )); r ! 1 : (5.3)
Ïðè a = 0 â êîîðäèíàòàõ (2.9), (2.14) ñíîâà ïîëó÷àåì (5.3), íî áåç äîï îëíèòåëüíûõ îãðàíè-
÷åíèé íà èíòåíñèâíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè êîíå÷íîì h 6= 0 , êîëü ñêîðî èñêëþ÷åíû ñëó÷àè a2 + a3 = 0 , a3 +
+ a1 = 0 è a1 + a2 + a3 = 0 , òðàåêòîðèè íå ìîãóò óéòè íà áåñêîíå÷íîñòü.

Ïîêàæåì, ÷òî â óêàçàííûõ ñëó÷àÿõ èìåþòñÿ íåêîìïàêòíûå òðàå êòîðèè. Ïóñòü, íàïðè-
ìåð, a2 + a3 = 0 . Èìååì

lim
y!�1

h1=a1 =
a2

2x2

a1 + a2
;

ò. å. ïðè ôèêñèðîâàííîì h áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå y = �1 ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íîå x.
Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íåîãðàíè÷åííû õ òðàåêòîðèé è â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ. Âïðî÷åì, ïðè a2 + a3 = 0 (ñîîòâåòñòâåííî, ïðè a3 + a1 = 0) òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ,
íàïðèìåð, òðàåêòîðèÿ m1 = const, m2 = m3 (ñîîòâåòñòâåííî, m2 = const, m3 = m1). �

Íà ðèñ. 5�10 ïðèâåäåíû òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷íûå ôàçîâûå ïîð òðåòû ðåäóöèðîâàííîé
ñèñòåìû â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ïîëíîñòüþ ïðåäñòàâëå í êîìïàêòíûé ( a > 0) è ïàðà-
áîëè÷åñêèé (a = 0 ) ñëó÷àè (ðèñ. 5), à òàêæå ãèïåðáîëè÷åñêèé (a < 0) ïðè D < 0 (ðèñ. 6�8).
×àñòè÷íî (îäíàêî â äîñòàòî÷íîì äëÿ àäåêâàòíîãî ïðåäñòàâëå íèÿ î ïîðòðåòàõ îáúåìå) ïðåä-
ñòàâëåí ãèïåðáîëè÷åñêèé ñëó÷àé ïðè D = 0 (ðèñ. 9) è D > 0 (ðèñ. 10).
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Ðèñ. 5. Ôàçîâûå ïîðòðåòû ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû â êàíîíè÷å ñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðè a > 0 (e0 =
= 1 ): (a) 
 1 = 1 , 
 2 = 2 , 
 3 = 4 ; (b) 
 1 = 
 2 = 2 , 
 3 = 4 ; (c) 
 1 = 
 2 = 
 3 = 2 ; (d) 
 1 = 1 , 
 2 = 2 ,

 3 = � 4; (e) 
 1 = 1 , 
 2 = 2 , 
 3 = � 3. Êîìïàêòíîìó ñëó÷àþ ( a > 0) îòâå÷àþò ðèñóíêè (a)�(d),
ïàðàáîëè÷åñêîìó ( a = 0 ) � ðèñóíîê (e).
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Ðèñ. 6. Ôàçîâûå ïîðòðåòû ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû â êàíîíè÷å ñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðè a < 0, e0 = 1 ,

 c > � 
 2 (
 1 = 1 , 
 2 = 2 ) è 
 3 2 (� 
 1 � 
 2; � 
 1]: (a) 
 3 = � 2:5; (b) 
 3 = � 2; (c) 
 3 = � 1:3;
(d) 
 3 = 
 c = � 1:0703; (e) 
 3 = � 1:06; (f) 
 3 = � 1.
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Ðèñ. 7. Ôàçîâûå ïîðòðåòû ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû â êàíîíè÷å ñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðè a < 0, e0 =
= 1 è 
 1 = 1 : (a) 
 2 = 2 , 
 3 = � 0:88; (b) 
 2 = 3 , 
 3 = � 0:75 (
 = 0 ); (c) 
 2 = 3 , 
 3 = � 0:1;
(d) 
 2 = 1 :1, 
 3 = 
 c = � 1:1717; (e) 
 2 = 1 :1, 
 3 = � 1:14; (f) 
 2 = 1 :1, 
 3 = � 1:1. Ïîðòðåòû (a)�(c)
ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àé 
 c > � 
 2 ïðè 
 3 2 (� 
 1;0) è ïðîäîëæàþò ñåðèþ ïîðòðåòîâ ðèñ. 6; ïîðòðåòû
(d)�(f) ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àé 
 c < � 
 2 ïðè 
 3 2 [� 
 c; � 
 2].
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Ðèñ. 8. Ôàçîâûå ïîðòðåòû ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû â êàíîíè÷å ñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðè a < 0 è e0 = 1 :
(a) 
 1 =

p
3, 
 2 = 2 , 
 3 = � 2; (b) 
 1 = 
 2 = 1 , 
 3 = � 1:25 (
 3 = 
 c); (c) 
 1 = 
 2 = 1 , 
 3 = � 1:1

(
 3 > 
 c); (d) 
 1 = 
 2 = 1 , 
 3 = � 1; (e) 
 1 = 
 2 = 1 , 
 3 = � 0:5 (
 = 0 ); (f) 
 1 = 
 2 = 1 :5, 
 3 = � 0:1.
Ïîðòðåò (a) ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé 
 3 = 
 c = � 
 2; îñòàëüíûå ïîðòðåòû � ñëó÷àé 
 1 = 
 2.
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Ðèñ. 9. Ôàçîâûå ïîðòðåòû ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû â êàíîíè÷å ñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðè a < 0, 
 c > � 
 2

(
 1 = 1 , 
 2 = 2 ) è e0 = 0 : (a) 
 3 = � 2; (b) 
 3 = � 1:06; (c) 
 3 = � 1; (d) 
 3 = � 0:9; (e) 
 3 = � 0:666
(
 = 0 ); (f) 
 3 = � 0:554.
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Ðèñ. 10. Ôàçîâûå ïîðòðåòû ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû â êàíîíè÷ åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðè a < 0,

 c > � 
 2 (
 1 = 1 , 
 2 = 2 ) è e0 = � 1: (a) 
 3 = � 1:5; (b) 
 3 = � 2; (c) 
 3 = � 1:1 (
 3 = 
 c);
(d) 
 3 = � 1; (e) 
 3 = � 0:88; (f) 
 3 = � 0:66 (
 = 0 ).
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