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Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè ñëåäóþùèõ ñ èñòåì áîëüøîãî ÷èñëà
òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè:

� âèõðåâûå êîëüöà ñ âíåøíèì ðàäèóñîì r = 1 è ïåðåìåííûì âíóòðåííèì ðàäèóñîì r0,

� âèõðåâûå ýëëèïñû ñ ïîëóîñÿìè a, b.

Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâå äåíèÿ ( t ! 1 ) ñèñòåì
è ïðîâåðêå êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåïðåðûâíûõ ðàñïðåä åëåíèé çàâèõðåííîñòè ñ ïî-
ìîùüþ êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âèõðåâàÿ äèíàìèêà, òî÷å÷íûé âèõðü, ãèäðîä èíàìèêà, àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ïîâåäåíèå

V. V. Vaskin A. V. Vaskina, I. S. Mamaev
Problems of stability and asymptotic behavior of vortex pat ches on the plane

With the help of mathematical modelling, we study the dynamics of many point vortices
system on the plane. For this system, we consider the following cases:

� vortex rings with outer radius r = 1 and variable inner radius r0,

� vortex ellipses with semiaxes a, b.

The emphasis is on the analysis of the asymptotic (t ! 1 ) behavior of the system and on
the veri�cation of the stability criteria for vorticity con tinuous distributions.

Keywords: vortex dynamics, point vortex, hydrodynamics, asymptotic behavior
Mathematical Subject Classi�cation 2000: 76E07, 76E09,76B47, 68U20
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1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà áîëüøîãî ÷èñëà òî÷å÷íûõ âèõð åé íà ïëîñêîñòè ñ òî÷êè
çðåíèÿ âîçìîæíîñòè äîñòèæåíèÿ ýòîé ñèñòåìîé íåêîòîðîãî ðà âíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîäîá-
íàÿ òî÷êà çðåíèÿ âîñõîäèò ê çàìåòêå Ë. Îíçàãåðà [1], â êîòîðî é ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòå-
ìà N âèõðåé ïðè N ! 1 äîñòèãàåò íåêîòîðîãî ðàâíîâåñèÿ, ïðè êîòîðîì îòäåëüíûå âè õðè,
¾ôàêòè÷åñêè ïîäâåðæåííûå ñëó÷àéíûì áëóæäàíèÿì, áóäóò îêà çûâàòü íà ïîòîê äîñòàòî÷-
íî ñëó÷àéíîå è íåîðãàíèçîâàííîå âëèÿíèå¿. Ýòî, ïî ìíåíèþ àâ òîðà, ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü
ê îïèñàíèþ ñèñòåìû ñòàíäàðòíûå ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçè êè.

Âïîñëåäñòâèè ýòè èäåè áûëè ðàçâèòû â ðàáîòå Äæîéñà è Ìîíòãîìå ðè [2], ãäå íà îñíî-
âàíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ðÿäà òðàäèöèîííûõ ïðåäïîëî æåíèé àíàëèçèðóåòñÿ ðàâ-
íîâåñíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû òî÷å÷íûõ âèõðåé. Ýòîé òåìàòèêå áûëî ïîñâÿùåíî áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ðàáîò, íàïðàâëåííûõ êàê íà óòî÷íåíèå ñâîéñòâ ðà âíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé, òàê
è íà èçó÷åíèå âîçìîæíîé êèíåòèêè áîëüøîãî ÷èñëà âèõðåé; áîë üøèíñòâî ýòèõ ðàáîò îò-
ëè÷àþò íåêîòîðûå íåêîíòðîëèðóåìûå ôèçè÷åñêèå ãèïîòåçû è ï ðåäïîëîæåíèÿ, ïîëîæåííûå
â èõ îñíîâó.

Îòìåòèì ðàáîòó Â. Â. Êîçëîâà [3], ãäå ê îïèñàíèþ ïðåäåëüíîãî ñî ñòîÿíèÿ ñèñòåìû áîëü-
øîãî ÷èñëà âèõðåé ïðèìåíåíà êîíöåïöèÿ ñëàáîãî ïðåäåëà. Â ýò îé ðàáîòå ñòðîãî ïîêàçàíî,
÷òî ñèñòåìà òî÷å÷íûõ âèõðåé, èíòåíñèâíîñòè êîòîðûõ èìåþò î äèíàêîâûé çíàê, äîñòèãàåò
ñëàáîãî ïðåäåëà.

Â äàííîé ðàáîòå ìû èññëåäóåì ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ýâîëþöèþ ï ëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ wt (x; y) áîëüøîãî ÷èñëà ( N � 104) îäèíàêîâûõ òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè
è àíàëèçèðóåì âîçìîæíîñòü ïðèõîäà ýòîé ñèñòåìû ê ñòàòèñòè÷ åñêîìó ðàâíîâåñèþ. Êàê ïî-
êàçûâàþò ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â ýòîé ñèñòå ìå íåò óíèâåðñàëüíîãî (ò. å.
òåðìîäèíàìè÷åñêîãî) ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå áû äîñòèãàëîñü è ç ïî÷òè âñåõ íà÷àëüíûõ ñîñòî-
ÿíèé. Ìîæíî âûñêàçàòü ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå

Ãèïîòåçà. Ñèñòåìà N îäèíàêîâûõ âèõðåé îäíîãî çíàêà ïðè N ! 1 ñ êîíå÷íîé ñóì-
ìàðíîé çàâèõðåííîñòüþ, â òî âðåìÿ êàê âñå � i ! 0, â êà÷åñòâå ðàâíîâåñíîãî ñòàòèñòè-
÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò èìåòü ëþáîå ðàñïðåäåëåíèå wt (x; y), ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðå-
äåëåíèþ çàâèõðåííîñòè 
( x; y), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì óñòîé÷èâûì ðåøåíèåì
óðàâíåíèé Ãåëüìãîëüöà.

Êðîìå òîãî, ðàñïàä è ýâîëþöèÿ êîíôèãóðàöèé (âèõðåâûõ ïÿòåí ) äîñòàòî÷íî òî÷íî îïè-
ñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ãåëüìãîëüöà äëÿ ýâîëþöèè íåïðåðûâíû õ ðàñïðåäåëåíèé çàâèõðåí-
íîñòè.

2. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ çàâèõðåííîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
áûëè ïîëó÷åíû Ãåëüìãîëüöåì [4]. Â ñëó÷àå ïëîñêîïàðàëëåëüí ûõ òå÷åíèé â íåïîäâèæíîé
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy óðàâíåíèÿ äëÿ çàâèõðåííîñòè 
( x; y; t ) = @vx

@y � @vy
@x

ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ôîðìå
@

@t

+ ( vr )
 = 0 ; �  = � 
 ;

vx =
@ 
@y

; vy = �
@ 
@x

:
(2.1)
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Åñëè ê óðàâíåíèÿì äîáàâèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ çàâèõðåíí îñòè è ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ, êîòîðûå â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé ïëîñêîñòè ñâîäÿòñÿ ê ò ðåáîâàíèþ

jv j ����!
jr j!1

0; (2.2)

òî ïîëó÷èòñÿ çàìêíóòàÿ ñèñòåìà, îïðåäåëÿþùàÿ ýâîëþöèþ çàâ èõðåííîñòè âî âðåìåíè.
Óðàâíåíèÿ (2.1) ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûìè, àíàëèò è÷åñêèå ìåòîäû èõ ðåøå-

íèÿ îòñóòñòâóþò. Ïîýòîìó îñîáîå çíà÷åíèå äëÿ èõ èññëåäîâàí èÿ ïðèîáðåòàþò ðàçëè÷íûå
êà÷åñòâåííûå è êîìïüþòåðíûå ìåòîäû.

Êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèÿ (2.1) äîïóñêàþò ðåøåíèå â âèäå ñóïå ðïîçèöèè òî÷å÷íûõ âèõ-
ðåé


( r ; t) =
X

i

� i � (r � r i (t)) ;  (r ; t) =
X

i

� i

4�
ln jr � r i (t)j2; � i = const; (2.3)

äâèæåíèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé [5]

� i _x i =
@H
@yi

; � i _yi = �
@H
@xi

; (2.4)

H = �
1

4�

NX

i<j

� i � j ln(( x i � x j )2 + ( yi � yj )2):

3. Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ è èõ óñòîé÷èâîñòü

Âñå èçâåñòíûå ñèñòåìû â ïðåäåëå ñòðåìÿòñÿ ê íåêîòîðîìó ñòàöè îíàðíîìó ðàâíîâåñíî-
ìó ñîñòîÿíèþ. Äîâîëüíî ëåãêî íàéòè íåêîòîðûå ñòàöèîíàðíûå ( @


@t = 0) ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèé (2.1).

Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå îäíîðîäíîå òå÷åíèå. Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
óðàâíåíèÿ (2.1) èìåþò âèä

@ 
@x

@

@y

�
@ 
@y

@

@x

= 0 ;
@2 
@x2

+
@2 
@y2

= � 
( x;y): (3.1)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòèì óðàâíåíèÿì ìîæíî óäîâëåòâîðèòü, ïîë àãàÿ, ÷òî ôóíêöèè  è 

çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé, íàïðèìåð îò y, ò. å. @


@x = 0 , @ 
@x = 0 . Îíè îïèñûâàþò

îäíîðîäíîå ïî x òå÷åíèå æèäêîñòè ñ íåîäíîðîäíîé ïî y çàâèõðåííîñòüþ (â ÷àñòíîñòè, òå-
÷åíèå ìåæäó äâóìÿ ïëàñòèíàìè). Ëèíåéíàÿ óñòîé÷èâîñòü ýòèõ ðåøåíèé áûëà èññëåäîâàíà
Ðýëååì [6]. Èì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ìîíîòîííîå ðàñïðåäå ëåíèå ( @


@y > 0) çàâèõðåííîñòè
áóäåò óñòîé÷èâûì. Ïîäðîáíûé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî ýòîé ïðîá ëåìå ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð,
â [7].

Îñåñèììåòðè÷íîå âèõðåâîå òå÷åíèå. Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíå-
íèÿ (2.1) ïðèíèìàþò âèä

1
r

�
@ 
@'

@

@r

�
@ 
@r

@

@'

�
= 0 ;

1
r

@
@r

r
@ 
@r

+
1
r 2

@2 
@'2

= � 
( r;' );

vr =
1
r

@ 
@'

; v' = �
@ 
@r

:
(3.2)
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îñåñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå 
 = 
 0(r ),  =  0(r ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèÿì è îïèñûâàåò íåîäíîðîäíîå ïî r âðàùåíèå æèäêîñòè âîêðóã öåíòðà. Ïðè ýòîì âåëè-
÷èíû 
 0 è  0 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

1
r

@
@r

�
r

@ 0(r )
@r

�
= � 
 0(r ):

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè îñåñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé íå îáõîäèìî ðàññìîòðåòü
âàðèàöèþ ðåøåíèÿ âáëèçè ñòàöèîíàðíîãî


( r; '; t ) = 
 0(r ) + e
( r; '; t );  (r; '; t ) =  0(r ) + e (r; '; t );

ãäå e
 è e ìàëûå äîáàâêè.
Ïîäñòàâëÿÿ 
 è  â óðàâíåíèÿ (3.2) è ëèíåàðèçóÿ ïî e
 è e , ïîëó÷àåì

@e

@t

+ � (r )
@e 
@'

+ ! 0(r )
@e

@'

= 0 ; 4 e = � e
 ; (3.3)

ãäå� (r ) = 1
r

@
 0
@r , ! 0(r ) = � 1

r
@ 0
@r .

Â ñèëó îäíîðîäíîñòè óðàâíåíèé ïî ' è t èùåì ðåøåíèå â âèäå ñóïåðïîçèöèè ìîä

e (r; '; t ) =
X

m

e m (r )eim' + i" ( m ) t ; e
( r; '; t ) =
X

m

e
 m (r )eim' + i" ( m ) t ; m 2 Z: (3.4)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.4) â (3.3) è èñêëþ÷àÿ e
 m , ïîëó÷àåì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ e m

1
r

@
@r

r
@e m

@r
�

�
m2

r 2 +
m� (r )

" (m)
n + m! 0(r )

�
e m = 0 : (3.5)

Äëÿ êàæäîãî m òðåáóåòñÿ íàéòè âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ " (m)
n , ïðè êîòîðûõ e m (r ) óäî-

âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ è óñëîâèÿì îãðàíè÷åííîñòè ïðè r ! 0 è r ! 1 . Ïðè ýòîì åñëè
âñå " (m)

n äåéñòâèòåëüíû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäû îãðàíè÷åíû ïî àìïë èòóäå è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî. Âîçìóùåíèå ïðåäñò àâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ

àçèìóòàëüíûõ âîëí ñ êðóãîâîé ÷àñòîòîé ! (m)
n = " ( m )

n
m .

Åñëè æå ñïåêòð" (m)
n ñîäåðæèò êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ " (m)

n = " (m)
n1 � i" (m)

n2 (îíè ïîÿâëÿþò-
ñÿ ïàðàìè è èì ñîîòâåòñòâóþò êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå ðåøåí èÿ e m è e �

m ), òî âîçìóùåíèå
ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò âî âðåìåíè, ò. å. ñòàöèîíàðíîå ðåøå íèå ëèíåéíî-íåóñòîé÷èâî.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå îáîáùåíèå

Òåîðåìà 1. Åñëè 
 0(r ) � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, òî 
 0(r ) è  0(r ) ÿâëÿþòñÿ óñòîé-
÷èâûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (3.2) â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Çàïèøåì óðàâíåíèå (3.5) è êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ê íåìó. Ó ìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå

íà âåëè÷èíó r e �
m , âòîðîå � íà r e m , è âû÷èòàÿ âòîðîå èç ïåðâîãî, ïîëó÷èì

@
@r

�
e �

m r
@e m

@r
� e m r

@e �
m

@r

�
+

�
m� (r )i" (m)

n2

(" (m)
n1 + m! 0(r ))2 + ( " (m)

n2 )2

�
r e m e �

m = 0 :
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Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî óðàâíåíèå
1R

0
dr . Ïåðâûé ÷ëåí â ïîëó÷èâøåìñÿ âûðàæåíèè

�
e �

m r @e m
@r � e m r @e �

m
@r

� �
�
�
1

0
= 0 â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè  íà áåñêîíå÷íîñòè.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òîæäåñòâî

1Z

0

m� (r )i" (m)
n2

(" (m)
n1 + m! 0(r ))2 + ( " (m)

n2 )2
e m e �

m r dr = 0 : (3.6)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ � (r ) = 1
r

@
 0
@r íå ìåíÿåò çíàê, ò. å. 
 0(r ) � ìîíîòîííàÿ

ôóíêöèÿ, òî ýòîò èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî ïðè " (m)
n2 = 0 , è, ñëåäîâàòåëüíî, 
 0(r )

ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ðåøåíèåì. �

Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåò èçâåñòíûé êðèòåðèé Ðýëåÿ, îïèñûâàþùèé óñòîé÷èâîñòü ïëî-
ñêîïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé ìåæäó áåñêîíå÷íûìè ïëàñòèíàìè [6 ]. Êðèòåðèé ìîíîòîííîñòè
ôóíêöèè 
 0(r ) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ñòàö èîíàðíûõ
âèõðåâûõ ïÿòåí. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåë üíîñòü âñåãî ñïåêòðà çíà÷å-
íèé " (m)

n ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (3.5).
Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî óñòîé÷èâîñòü âèõðåâûõ ïÿòåí èññëåäóþò, êàê ïðàâèëî, îò-

íîñèòåëüíî âàðèàöèè ãðàíèöû ïÿòåí [8]. Äëÿ îñåñèììåòðè÷íû õ ðàñïðåäåëåíèé ñ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîé çàâèõðåííîñòüþ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáùàÿ âàðèà öèÿ çàâèõðåííîñòè ýêâèâà-
ëåíòíà âàðèàöèè ãðàíèöû.

Òåîðåìà 2. Äëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ðàñïðåäåëåíèé çà âèõðåííî-
ñòè 
 0(r ) â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê âàðèàöè è ãðàíèöû
ïÿòåí ýêâèâàëåíòíà ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ïð îèçâîëüíûì âàðèàöèÿì
çàâèõðåííîñòè  (r ; t) =  0(r ) + e (r ; t), 
( r ; t) = 
 0(r ) + e
( r ; t).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåë åíèÿ çàâèõðåííîñòè 
 0(r )=

= f W 0; r 6 r0; 0; r > r 0g, êîãäà èìååòñÿ îäíà ãðàíèöà. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî îáîá ùà-
åòñÿ íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ãðàíèö. Íà ãðàíèöå îáëàñòè r = r0 óñëîâèå ñøèâàíèÿ äëÿ e m ,
ïîëó÷åííîå ìåòîäîì ïðîèçâîëüíîé âàðèàöèè çàâèõðåííîñòè, èìååò âèä

d
dr

e m

�
�
�
�
�

r 0+ �

r 0 � �

= �
m e m (r0)

r0(" (m) + m! 0(r0))
d2 0(r )

dr2

�
�
�
�
�

r 0+ �

r 0 � �

: (3.7)

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà âàðèàöèè òîëüêî ãðàíèöû, äàþùåéñÿ óðàâ-
íåíèåì F (r; '; t ) = r � r0 � er ('; t ), äëÿ âîçìóùåíèÿ e m íà ãðàíèöå èìååì óñëîâèå ñøèâàíèÿ

d
dr

e m

�
�
�
�
�

r 0+ �

r 0 � �

= �
d2 0(r )

dr2 erm

�
�
�
�
�

r 0+ �

r 0 � �

: (3.8)

Èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãðàíèöû â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå @F
@t + ( vr )F = 0 ñëåäóåò

óðàâíåíèå äëÿ erm (t)

_er m (t) +
im
r0

�
d 0

dr
erm + e m

�
= 0 ;

îòêóäà, ñ ó÷åòîì erm (t) = erme� i" ( m ) t , íàõîäèì erm = m e m (r 0 )
r 0(" ( m ) + m! 0(r 0 ))

.
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Òåïåðü ëåãêî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå (3.8) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (3.7), ñëåäîâàòåëüíî,
âàðèàöèÿ ãðàíèöû êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ðàñïðåäåëåíèé ýêâèâ àëåíòíà ïðîèçâîëüíîé âàðèà-
öèè çàâèõðåííîñòè. �

Óñòîé÷èâîñòü âèõðåâûõ êîëåö. Äëÿ âèõðåâîãî êîëüöà ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì r =
= r0 è âíåøíèì r = 1 ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòè ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííû ì è èìååò
âèä


( r ) =

8
><

>:


 1; 0 < r < r 0;

1; r0 6 r 6 1;

0; r > 1:

(3.9)

Â îáùåì ñëó÷àå 
( r ) íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé ( 
 1 < 1), ïîýòîìó îáîáùåííûé
êðèòåðèé Ðýëåÿ (3.6) íåïðèìåíèì. Â ýòîì ñëó÷àå â ôîðìóëå (3. 5) ôóíêöèÿ � (r ) = 1� 
 1

r 0
� (r �

� r0) � � (r � 1), ãäå� (r ) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, è

! 0(r ) =

8
><

>:


 1
r ; 0 < r < r 0;

1
2(1 + 
 1 � 1

r r 2
0); r0 6 r 6 1;

0; r > 1:

Áóäåì èñêàòü e m â âèäå

e m (r ) =

8
>><

>>:

	 1 = c1

�
r
r 0

� m
; 0 < r < r 0;

	 2 = c2r m + c3r � m ; r0 6 r 6 1;

	 3 = c4r � m ; r > 1:

(3.10)

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (3.5) âáëèçè òî÷åê r = r0 è r = 1 , â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äâà
óðàâíåíèÿ

	 0
2(r0) � 	 0

1(r0) �
m
r0

1 � 
 1

" (m) + m 
 1
2

	 1(r0) = 0 ;

	 0
3(1) � 	 0

2(1) +
m

" (m) + m
2 (1 + (
 1 � 1)r 2

0)
	 2(1) = 0 :

Äîáàâèâ óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè

	 2(r0) � 	 1(r0) = 0 ; 	 3(1) � 	 2(1) = 0 ;

ïîëó÷èì ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé. Ïîäñòàâëÿÿ â ñèñòåìó e m èç (3.10) è ðàçðåøàÿ åå,
ïîëó÷èì " (m)

n â âèäå" (m)
n1;2 = " (m)

0 �
p

D. Îò ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ D çàâèñèò ïîâåäåíèå

ôóíêöèé e (r; '; t ), e
( r; '; t ). Â ñëó÷àå îáû÷íîãî âèõðåâîãî êîëüöà 
 1 = 0 è âûðàæåíèå
äëÿ D ïðèíèìàåò âèä

D(r0; m) = m2(r 2
0 � 1)2 + 4m(r 2

0 � 1) � 4r 2m
0 + 4 :

Åñëè D < 0, êîðíè èìåþò ìíèìóþ ÷àñòü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî â ðåøåíèè ïîÿâë ÿåòñÿ ìíî-
æèòåëü, ðàñòóùèé ñî âðåìåíåì, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîòåðå óñòîé÷è âîñòè ðåøåíèÿ. Íà (ðèñ. 1)
ñåðûì öâåòîì îáîçíà÷åíà îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè âèõðåâîãî êîëüöà, ãäå D ïðèíèìàåò îò-
ðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Êàê âèäíî èç ðèñ. 1, íåóñòîé÷èâîñòü m-é ìîäû ðåøåíèÿ íàñòóïàåò, êîãäà âíóòðåí-
íèé ðàäèóñ êîëüöà r0 ñòàíîâèòñÿ áîëüøå îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ. Ïðè m = 2 âåëè÷èíà D
îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ r0, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ìîäà âñåãäà óñòîé÷èâà â ëè-
íåéíîì ïðèáëèæåíèè. Çàìåòèì, ÷òî íà ãðàíèöå îáëàñòè âåëè÷è íû " (m)

n2 = 0 .
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Ðèñ. 1. Îáëàñòü ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè âèõðåâîãî êîëüöà ( îòìå÷åíà ñåðûì öâåòîì), h = 1 � r0 �
òîëùèíà êîëüöà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âíóòðåííèé ðàäèóñ êîëüöà r0 6 0;5, òî óñòîé÷èâûìè ÿâëÿþòñÿ âñå
ìîäû, âêëþ÷àÿ m = 2 , èç ýòîãî ñëåäóåò

Òåîðåìà 3. Îäíîðîäíîå âèõðåâîå êîëüöî ñ âíåøíèì ðàäèóñîì r = 1 è âíóòðåííèì
ðàäèóñîì r = r0 óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïðè çíà÷åíèÿõ r0 6 0;5.

Âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè â íåëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè îñòàåòñÿ îò êðûòûì. Ïðèâîäèìûå
íèæå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþ ò, ÷òî áîëåå ïðàâäîïîäîáíà

Ãèïîòåçà. Îäíîðîäíîå âèõðåâîå êîëüöî âñåãäà íåóñòîé÷èâî (â íåëèíåéí îì ïðèáëèæå-
íèè).

Ýëëèïòè÷åñêèé âèõðü Êèðõãîôà [8]. Ýòî åùå îäíî õîðîøî èçâåñòíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèé (2.1), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì âî âðàùàþù åéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò.

À. Ý. Ëàâ [8] èññëåäîâàë ëèíåéíóþ óñòîé÷èâîñòü âèõðÿ Êèðõãî ôôà îòíîñèòåëüíî âà-
ðèàöèè ãðàíèöû è ïîêàçàë, ÷òî äâèæåíèå óñòîé÷èâî äëÿ ñîîòíî øåíèÿ ïîëóîñåé ýëëèïñà
b=a > 1=3. Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì â òåîðå ìå 2, ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî àíàëèç óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîèç âîëüíîé âàðèàöèè çàâèõðåí-
íîñòè ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî âàðèàö èè ãðàíèöû.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî äèàãðàììà óñòîé÷èâîñòè m-é ãàðìîíèêè îò îòíîøåíèÿ b=a

èìååò âèä, ïîõîæèé íà äèàãðàììó óñòîé÷èâîñòè âèõðåâîãî êîë üöà.
Îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè åñòü è ïðè b=a < 1=3 (ðèñ. 2), íî ïðè íåöåëûõ m, ðàâíî êàê

è äëÿ êîëüöà ïðè r0 < 0;5.

Òåîðåìà 4. Îäíîðîäíûé ýëëèïòè÷åñêèé âèõðü Êèðõãîôà ñ ïîëóîñÿìè a è b óñòîé÷èâ
â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïðè ñîîòíîøåíèè ïîëóîñåé b=a > 1=3.

4. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå è ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû
â äèíàìèêå òî÷å÷íûõ âèõðåé

4.1. Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ è áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå

Â ñâÿçè ñ èíâàðèàíòíîñòüþ ñèñòåìû (2.4) îòíîñèòåëüíî ïàðàë ëåëüíûõ ïåðåíîñîâ è âðà-
ùåíèé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ò. å. ïðåîáðàçîâàíèé, îáðàçóþùèõ ãðóïïó äâèæåíèé ïëîñêî-
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Ðèñ. 2. Îáëàñòü ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè âèõðÿ Êèðõãîôà (îò ìå÷åíà ñåðûì öâåòîì).

ñòè E(2)), ïîìèìî ýíåðãèè èìååòñÿ åùå òðè äîïîëíèòåëüíûõ èíòåãðàëà

Q =
NX

i =1

� i x i ; P =
NX

i =1

� i yi ; I =
NX

i =1

� i (x2
i + y2

i ): (4.1)

Íàáîð èíòåãðàëîâ (4.1) íåèíâîëþòèâåí

f Q; Pg =
NX

i =1

� i ; f P; I g = � 2Q; f Q; I g = 2P:

Îáîáùåíèå ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà äëÿ âèõðåé óäîâëåòâîðÿ åò ñîîòíîøåíèþ

NX

i =1

� i (x i _yi � yi _x i ) =
1

2�

NX

i6= k

� i � k =
L
�

:

Âåëè÷èíà L =
P

i<j
� i � j íàçûâàåòñÿ ïîëíûì âèõðåâûì ìîìåíòîì .

Ìîæíî ââåñòè òàêæå îïðåäåëåíèå ñóììàðíîé èíòåíñèâíîñòè � =
P

� i . Òî÷êà íà ïëîñ-
êîñòè ñ êîîðäèíàòàìè

� Q
� ; P

�

�
íàçûâàåòñÿ öåíòðîì çàâèõðåííîñòè . Åñëè

P
� i 6= 0 , òî âû-

áîðîì ñèñòåìû êîîðäèíàò ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû öåíòð çàâèõð åííîñòè íàõîäèëñÿ â íà÷àëå
êîîðäèíàò, ÷òî ìû è áóäåì ïîëàãàòü â äàëüíåéøåì.

Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèå N òî÷å÷íûõ âèõðåé õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîõðàíÿþùèìèñÿ âåëè-
÷èíàìè H , � , Q, P, I , L .

Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì è òåì ñàìûì óìåíüøèì ÷èñ ëî ïàðàìåòðîâ, õà-
ðàêòåðèçóþùèõ äâèæåíèå.

Åñëè � 6= 0 , çàìåíèì èíòåíñèâíîñòè íà áåçðàçìåðíûå � i ! � i � , ïðè ýòîì
P

� i = 1 . Âû-
áåðåì íà÷àëî êîîðäèíàò ñèñòåìû â öåíòðå çàâèõðåííîñòè ñ êîî ðäèíàòàìè

� Q
� ; P

�

�
. Çà ìàñ-

øòàá äëèíû ïðèìåì âåëè÷èíó l0, òàêóþ, ÷òî l20 = I=� , çà ìàñøòàá âðåìåíè � âåëè÷èíó
t0 = I=� 2. Ýíåðãèÿ è ïîëíûé ìîìåíò èçìåðÿþòñÿ â åäèíèöàõ � 2. Çàìåíÿÿ ïåðåìåííûå

x i ! x i l0; yi ! yi l0; t ! tt 0;
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ïîëó÷èì áåçðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ

_x i = f x i ; H g; _yi = f yi ; H g; H = �
1

4�

NX

i<j

� i � j ln(( x i � x j )2 + ( yi � yj )2) (4.2)

ñ áåçðàçìåðíûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ P = Q = 0 , � = 1 , I = 1 , L =
P

i<j
� i � j . Â äàëüíåé-

øåì ïîä x i , yi , t áóäåì ïîíèìàòü áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå.
Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû òî÷ å÷íûõ âèõðåé îïèñû-

âàåòñÿ èõ êîîðäèíàòàìè x i (t), yi (t), i = 1 ; : : : ; N , êîòîðûå ðàññ÷èòûâàþòñÿ íà îñíîâàíèè
äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (4.2) ìåòîäîì Ðóíãå �Êóòòà 4-ãî ïîð ÿäêà ïî çàäàííûì íà÷àëü-
íûì äàííûì. Âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ ÷èñëî òî÷å÷íûõ âèõðåé N � 104, ñóììàðíàÿ çàâèõ-
ðåííîñòü � = 1 , èíòåíñèâíîñòè âèõðåé ðàâíû ïî âåëè÷èíå.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ãåíåðèðóåòñÿ èñõîäíîå ðàñïðåäå ëåíèå òî÷å÷íûõ âèõðåé
ñ æåëàåìîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ïîëó÷å íèÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âèõðåé â êîëüöåâîé îáëàñòè, èìåÿ ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåííûõ íà èíòåðâàëå [0; 1], êîîðäèíàòû r i , ' i i -ãî òî÷å÷íîãî âèõðÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîð-
ìóëàì

r i =
q

r0 + (1 � r0)qj ; ' i = 2 �q k ;

ãäåqj , qk � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû â èíòåðâàëå [0; 1]. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

ßñíî, ÷òî òàêîå ÷ðåçâû÷àéíî äåòàëüíîå îïèñàíèå íå ïîçâîëÿå ò ñóäèòü î ïîâåäåíèè
ñèñòåìû â öåëîì, ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåìû áîëüøîãî ÷èñë à âèõðåé íåîáõîäèìî èñ-
ïîëüçîâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû.

4.2. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ñèñòåìû òî÷å÷íûõ âèõðåé

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âèõðåé wt (x; y) íà ïëîñêîñòè, èíòåíñèâ-
íîñòè âèõðåé � i ðàâíû ïî âåëè÷èíå è èìåþò îäèíàêîâûé çíàê. Äëÿ ýòîãî âñþ ïëîñ êîñòü
ïåðåìåííûõ (x;y) ðàçîáüåì íà ÿ÷åéêè, â äàííîì ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíèêè ñî ñòîðî íàìè � x,
� y, òàê ÷òî âåëè÷èíà

N t (x; y) = Nw t (x; y)� x� y

îïðåäåëÿåò ÷èñëî âèõðåé â ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêå â ìîìåíò â ðåìåíè t. Òàêèì îáðàçîì,
ôóíêöèÿ wt (x; y) = N t (x;y )

N � x� y ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ çàâèõðåííîñòè.

Çàìå÷àíèå. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, îñîáåííî åñëè ÷èñëî òî÷å÷íûõ âèõðåé ìàëî , â ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòàõ óäîáíåå âèçóàëüíî ñëåäèòü çà ïåðåìåùåíèåì ò î÷åê, èçîáðàæàþùèõ òî÷å÷íûå âèõðè,
à íå ñòðîèòü ôîðìàëüíî ãðàôèê ôóíêöèè wt (x; y).

Â äàëüíåéøåì ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ïîëåçíî òàê-
æå ðàññìîòðåòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ bwt (r ), bwt (' ) (ðàñïðåäåëåíèÿ âèõðåé ïî ðàäèóñó
è óãëó), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì íà ÷àëî îòñ÷åòà ñèñòåìû êî-
îðäèíàò â öåíòðå çàâèõðåííîñòè òàê, ÷òî P = Q = 0 , è ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì
íà ïëîñêîñòè x = r cos' , y = r sin ' , òîãäà

bwt (r ) =
N (r )
N � r

; bwt (' ) =
N (' )
N � '

;

ãäåN (r ) � ÷èñëî âèõðåé â êîëüöåâîì ñëîå (r; r +� r ), N (' ) � ÷èñëî âèõðåé â ñåêòîðå ('; ' +
+ � ' ).
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4.3. Ñòàòèñòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå è ñëàáûé ïðåäåë

Êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ðåçóëüòàòû êîòîðû õ ïðèâåäåíû íèæå, ñè-
ñòåìû òî÷å÷íûõ âèõðåé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðèõîäÿò ê ñòàöèîí àðíîìó ðàâíîâåñíîìó ñîñòî-
ÿíèþ, ïðè êîòîðîì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ bwt (r ), bwt (' ) ïåðåñòàþò ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì.

Êàê è äëÿ îáû÷íûõ ÷àñòèö, äëÿ òî÷å÷íûõ âèõðåé ìîæåò áûòü ââåä åíà ìíîãî÷àñòè÷íàÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ � t (x1; y1; x2; y2; : : : ; xN ; yN ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ Ëèóâèë-
ëÿ

@�t
@t

+ f H; � t g = 0

ñî ñêîáêîé Ïóàññîíà f f; g g =
P

i

1
� i

� @f
@xi

@g
@yi

� @f
@yi

@g
@xi

�
. Îñîáåííîñòüþ ýòîé ñèñòåìû ¾÷àñòèö¿

ÿâëÿåòñÿ äàëüíîäåéñòâóþùèé õàðàêòåð èõ âçàèìîäåéñòâèÿ.
Ñòðîãèé ìàòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê îïèñàíèþ àñèìïòîòè÷åñêîã î ïîâåäåíèÿ ïðåäëîæåí

Â. Â. Êîçëîâûì [3] (â ðàìêàõ îïèñàíèÿ Ãèááñà). Ïîêàçàíî, ÷òî ñè ñòåìà âèõðåé äîñòèãà-
åò ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, åñëè ðàñïðåäåëåíèå � t ñëàáî ñõîäèòñÿ ê � : � ! R
ïðè t ! 1 òàê, ÷òî

Z
� t (x ; y )' (x ; y )dN x dN y !

Z
� (x ; y )' (x ; y )dN x dN y

äëÿ ëþáîé ïðîáíîé ôóíêöèè ' (x ; y ), ãäåx = ( x1; : : : ; xN ), y = ( y1; : : : ; yN ).
Òàêèì îáðàçîì, â ôèçè÷åñêîì ñìûñëå ñëàáûé ïðåäåë � (x ; y ) ïðåäñòàâëÿåò ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ âèõðåé â ïðåäåëüíîì ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè .
Ê ñîæàëåíèþ, â äîêàçàòåëüñòâå íè÷åãî íå ñêàçàíî ïðî êîíêðåò íûé âèä ñëàáîãî ïðåäåëà

â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïðè òðàäèöèîííîì ïîäõîäå äëÿ ÷àñòèö ñ êîðîòêîäåéñòâóþùèìè ñèëàìè õîðîøî èç-

âåñòíî, ÷òî ñèñòåìà ïðèõîäèò â ñòàòèñòè÷åñêîå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå (âíå çàâèñèìîñòè
îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ), äëÿ êîòîðîãî ëþáàÿ ïîäñèñòå ìà îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Ãèááñà, çàâèñÿùåé òîëüêî îò àääèòèâíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ.

Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæíî ðàññìîòðåòü ýâîëþöèþ àíñàìáëÿ áîë üøîãî ÷èñëà òî÷å÷-
íûõ âèõðåé, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå ïîäñèñòåìû îäèí âèõðü, ò. å. â û÷èñëÿòü îäíî÷àñòè÷íóþ
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ ê òîìó æå ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ç àâèõðåííîñòüþ è ñîâïàäà-
åò ñwt (x; y). Àíàëèç àñèìïòîòè÷åñêîé ïðè t ! 1 îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
è çàâèñèìîñòü åå îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ è èíòåãðàëîâ äâèæå íèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç öåëåé
ïðåäïðèíÿòûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

4.4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Â ðàáîòå íàñ èíòåðåñóåò ýâîëþöèÿ âèõðåâûõ ïÿòåí ñ ðàâíîìåðí îé çàâèõðåííîñòüþ âíóò-
ðè. Â íåïðåðûâíîé ïîñòàíîâêå ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîé çàä à÷è ñëîæíà â ñèëó íåëèíåéíî-
ñòè óðàâíåíèé (2.1). Áîëåå ïðîñòûì ìåòîäîì ìîäåëèðîâàíèÿ ýâ îëþöèè âèõðåâûõ ïÿòåí ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåòîä äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèè, êîãäà íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòè
çàìåíÿåòñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì îäèíàêîâûõ òî÷å÷íûõ âèõðå é. Ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ
ñâîäèòñÿ ê ðàñ÷åòó òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ âèõðåé ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (4.2). Âûïîëíåíèå
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äàåò íàì âîçìîæíîñòü ñðàâíèòü èõ ð åçóëüòàòû ñ èçâåñòíûìè àíà-
ëèòè÷åñêèìè êðèòåðèÿìè óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåêîòîðûõ âèõðåâ ûõ êîíôèãóðàöèé, à òàêæå
èññëåäîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âèõðåâûõ ïÿòåí íà ï ëîñêîñòè.

ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, •2, ñ. 327�343



Ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå 337

Â äàííîé ðàáîòå áûë ïðîâåäåí ðÿä ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ì îäåëèðóþùèõ ýâîëþ-
öèþ ñëåäóþùèõ ñèñòåì áîëüøîãî ÷èñëà òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ïëîñ êîñòè:

� âèõðåâûå êîëüöà ñ âíåøíèì ðàäèóñîì r = 1 è ïåðåìåííûì âíóòðåííèì ðàäèóñîì r0,

� âèõðåâûå ýëëèïñû ñ ïîëóîñÿìè a, b.

Çäåñü ìû ïðèâîäèì ëèøü íåêîòîðûå èç íèõ, íàèáîëåå ÿðêî õàðàê òåðèçóþùèå ïîâåäåíèå
ðàññìàòðèâàåìûõ âèõðåâûõ êîíôèãóðàöèé.

Ýâîëþöèÿ òîíêèõ êîëåö ( r 0 > 0;5). Òîíêèå êîëüöà ñ r0 > 0;5 ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé-
÷èâûìè êîíôèãóðàöèÿìè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. ×èñëåííûå ý êñïåðèìåíòû â òî÷íîñòè
ïîäòâåðæäàþò òåîðèþ, ïðè÷åì êîëè÷åñòâî îáðàçóþùèõñÿ ïðè ð àñïàäå êîëåö ïÿòåí çàâè-
ñèò îò r0 è ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì íàèáîëåå íåóñòîé÷èâîé ãàðìîíèêè. Ïðè áîëüøèõ âðåìå-
íàõ àñèìïòîòè÷åñêèå êîíôèãóðàöèè îáëàäàþò îñåñèììåòðè÷í ûì, ìîíîòîííûì ïî ðàäèóñó
ðàñïðåäåëåíèåì çàâèõðåííîñòè (ò. å. @


@' = 0 , @

@r > 0), îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðóïíîå

öåíòðàëüíîå ïÿòíî, îêðóæåííîå îáëàêîì âèõðåé ìåíüøåé ïëîò íîñòè. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíà
õàðàêòåðíàÿ ýâîëþöèÿ òîíêèõ êîëåö âî âðåìåíè.

Ýâîëþöèÿ øèðîêèõ êîëåö ( r 0 6 0;5). Ñîãëàñíî òåîðåìå 3 â ëèíåéíîì ïðèáëèæå-
íèè òàêèå êîëüöà äîëæíû áûòü óñòîé÷èâûìè. ×èñëåííûå ýêñïåð èìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî
øèðîêèå êîëüöà îáíàðóæèâàþò íåóñòîé÷èâîñòü óæå íà íà÷àëüí îì ýòàïå ðàñ÷åòà. Íà ðèñ. 4
ïðèâåäåí õàðàêòåðíûé âèä ýâîëþöèè øèðîêèõ êîëåö. Âî âñåõ ýêñ ïåðèìåíòàõ íàáëþäàåò-
ñÿ èñêàæåíèå ãðàíèö êîëåö, ïðè÷åì âíåøíÿÿ è âíóòðåííÿÿ ãðàí èöû ïðèîáðåòàþò ôîð-
ìó ìíîãîãðàííèêîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âîçáóæäåíèþ ìîä ñ íîì åðàìè, ðàâíûìè êîëè÷åñòâó
ãðàíåé. Íåóñòîé÷èâîñòü â äàííîì ñëó÷àå, ïî-âèäèìîìó, ñâÿç àíà ñ íåëèíåéíîé íåóñòîé÷èâî-
ñòüþ. Ýòîò âîïðîñ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èçó÷åíèÿ. Ïðè áî ëüøèõ âðåìåíàõ, êàê ïðàâèëî,
àñèìïòîòè÷åñêèå êîíôèãóðàöèè îáëàäàþò îñåñèììåòðè÷íûì, ìîíîòîííûì ïî ðàäèóñó ðàñ-
ïðåäåëåíèåì çàâèõðåííîñòè, ÷òî íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1.

Ýâîëþöèÿ äëèííûõ âèõðåâûõ ýëëèïñîâ ( b=a < 1=3). Ñîãëàñíî êðèòåðèþ óñòîé-
÷èâîñòè À. Ý. Ëàâà (òåîðåìà 4), ýëëèïòè÷åñêèå âèõðè ñ ñîîòíî øåíèåì ïîëóîñåé b=a < 1=3

íåóñòîé÷èâû â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ìîä åëèðîâàíèÿ ïðîèñõîäèò
ðàñïàä ýëëèïñîâ íà íåñêîëüêî ïÿòåí ñ îáðàçîâàíèåì âèõðåâûõ íèòåé âîêðóã íèõ, êîëè÷å-
ñòâî ïÿòåí çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëóîñåé a è b. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïÿòíà
ñëèâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåäåííûå äëÿ âèõðåâûõ ýëëèïñî â ñ ñîîòíîøåíèÿìè ïî-
ëóîñåé b=a = 0 ;1 è b=a = 0 ;05 (ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5 è ðèñ. 6), ïîêàçàëè, ÷òî
àñèìïòîòè÷åñêèå êîíôèãóðàöèè äëÿ ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ.

Äëÿ ýëëèïñà ñ b=a = 0 ;1 àñèìïòîòè÷åñêàÿ êîíôèãóðàöèÿ èìååò âèä êðóïíîãî ïÿòíà
â öåíòðå ñî ¾ñïóòíèêîì¿ (íåáîëüøèì ïëîòíûì ñêîïëåíèåì âèõð åé), îêðóæåííûõ îáëàêîì
âèõðåé ìåíüøåé ïëîòíîñòè. Ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòè íå îñåñèììåòðè÷íîå è íå ìîíî-
òîííîå ïî ðàäèóñó. Âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè òàêîé êîíôèãóðàöè è ïîêà íå èçó÷åí.

Â ñëó÷àå âèõðåâîãî ýëëèïñà ñb=a = 0 ;05 àñèìïòîòè÷åñêàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïðèíèìàåò âèä
îäíîãî öåíòðàëüíîãî ïÿòíà â îáëàêå âèõðåé, ïðè÷åì âîêðóã ïÿ òíà èìååòñÿ òîíêèé êîëü-
öåâîé ñëîé ìåíüøåé, ÷åì ó îñòàëüíîãî îáëàêà, ïëîòíîñòè. Òàê èì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå
çàâèõðåííîñòè ÿâëÿåòñÿ îñåñèììåòðè÷íûì, íî íå ìîíîòîííûì ïî ðàäèóñó.

Ýâîëþöèÿ âèõðåâûõ ýëëèïñîâ ñ ìàëûì ýêñöåíòðèñèòåòîì ( b=a > 1=3). Âèõ-
ðåâûå ýëëèïñû ñ ñîîòíîøåíèåì ïîëóîñåé b=a > 1=3 äîëæíû áûòü óñòîé÷èâûìè êîíôèãóðà-
öèÿìè (òåîðåìà 4). ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîäòâåðæäàåò ýòî ò êðèòåðèé: òàêèå ýëëèïñû
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Ðèñ. 3. Õàðàêòåðíûé âèä ýâîëþöèè òîíêèõ âèõðåâûõ êîëåö ( N = 10000, r0 = 0 ;8, dt = 0 ;1).
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Ðèñ. 4. Õàðàêòåðíûé âèä ýâîëþöèè øèðîêèõ âèõðåâûõ êîëåö ( N = 10000, r0 = 0 ;2, dt = 0 ;1).

õîðîøî ñîõðàíÿþò ñâîþ ôîðìó ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ìîäåëèðîâ àíèÿ. Îäíàêî àñèìïòîòè-
÷åñêèå êîíôèãóðàöèè íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ îò èñõîäíûõ: ãðà íèöû ýëëèïñîâ ïðèîáðåòàþò
ðûõëóþ ñòðóêòóðó, îòäåëüíûå âèõðè íàõîäÿòñÿ íà íåáîëüøîì ð àññòîÿíèè îò îñíîâíîãî ïÿò-
íà. Ïðè÷èíà íàáëþäàåìîãî äèôôóçèîííîãî ýôôåêòà ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ñ äèñêðåòèçàöèåé
íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷å÷íûìè âèõðÿìè èëè ñ íåóñòî é÷èâîñòüþ ýëëèïñîâ â íåëè-
íåéíîì ïðèáëèæåíèè. Õàðàêòåðíûé âèä ýâîëþöèè ýëëèïñîâ ñ ìà ëûì ýêñöåíòðèñèòåòîì
ïîêàçàí íà ðèñ. 7.

5. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ðÿä çàäà÷, êîòîðûå áûëî áû èíòåðåñíî èñ ñëåäîâàòü êàê àíàëè-
òè÷åñêèìè, êàê è ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.

1. Èññëåäîâàíèå íåëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè øèðîêèõ âèõðåâûõ êîëåö è ýëëèïñîâ ñ ìàëûì
ýêñöåíòðèñèòåòîì.

2. Îòûñêàíèå íîâûõ ñòàöèîíàðíûå ðàâíîìåðíî âðàùàþùèõñÿ êî íôèãóðàöèè, â òîì ÷èñëå
ñ íåñâÿçíûì è ñ íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì çàâèõðåííîñòè .

3. Èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ (ò. å. íà áîëüø èõ âðåìåíàõ) áîëüøîãî ÷èñ-
ëà âèõðåé ñ èíòåíñèâíîñòÿìè ðàçíîãî çíàêà â îãðàíè÷åííîé îá ëàñòè (íàïðèìåð, â êðó-
ãå, êîëüöå). Èìåþùèåñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåçóëüòàòû (ñì. ðà áîòû [9, 10]) îòíîñÿòñÿ
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Ðèñ. 5. Ýâîëþöèÿ äëèííîãî âèõðåâîãî ýëëèïñà ( N = 10000, b=a = 0 ;1, dt = 0 ;1).
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Ðèñ. 6. Ýâîëþöèÿ äëèííîãî âèõðåâîãî ýëëèïñà ( N = 10000, b=a = 0 ;05, dt = 0 ;1).
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Ðèñ. 7. Õàðàêòåðíûé âèä ýâîëþöèè âèõðåâûõ ýëëèïñîâ ñ ìàëûì ý êñöåíòðèñèòåòîì ( N = 10000,
b=a = 0 ;7, dt = 0 ;1).

ê ñðàâíèòåëüíî ìàëîìó ÷èñëó âèõðåé N v 102 è íå ïîçâîëÿþò ñ óâåðåííîñòüþ ñóäèòü
î êëàñòåðèçàöèè è ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíûõ ýêñ ïåðèìåíòîâ îá àñèìï-
òîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè âèõðåé îäíîãî çíàêà íå ïîäïàäàþò ïîä è ìåþùèåñÿ òåîðåòè÷åñêèå
îïèñàíèÿ [1, 2, 13] è òðåáóþò äîïîëíèòåëüíîãî èçó÷åíèÿ.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Â. Â. Êîçëîâó è À. Â. Áîðèñîâó çà ïî ëåçíûå îáñóæ-
äåíèÿ è ïðèâëå÷åíèå âíèìàíèÿ ê ðàññìàòðèâàåìûì â ðàáîòå çàä à÷àì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåí òàëüíûõ èññëåäîâàíèé,
ïðîåêò 09�01�00791�a.
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