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Универсальное двумерное отображение
и его радиофизическая реализация

А.П.Кузнецов, С.П.Кузнецов, М.В.Поздняков, Ю.В.Седова

Предложено простое двумерное отображение, параметрами которого являются непо-
средственно след и якобиан матрицы возмущений неподвижной точки. На плоскости па-
раметров оно демонстрирует основные универсальные бифуркационные сценарии: переход
к хаосу через удвоения периода, картину квазипериодических колебаний и языков Арноль-
да. Продемонстрирована возможность реализации такого отображения в радиофизическом
устройстве.
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Введение

Двумерные отображения важны для многих приложений, поскольку могут представ-
лять собой сечения Пуанкаре трехмерных потоков. В свою очередь, известно большое число
радиофизических, биофизических систем, моделей популяционной биологии и т. д., кото-
рые описываются трехмерными потоками [1–5]. Бифуркации двумерных отображений по-
дробно изучены [6–8]. Одним из интересных феноменов в таких отображениях является
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бифуркация рождения инвариантной кривой — бифуркация Неймарка –Сакера, с нали-
чием которой ассоциируется целый круг явлений, таких как возникновение резонансных
циклов, структура языков Арнольда и т. д. Наиболее популярный в литературе пример
двумерного отображения — отображение Эно — характеризуется постоянным якобианом
и не демонстрирует такую бифуркацию. В [9–12] предложена определенная модификация
отображения Эно (generalized Hénon map), которая приводит к возникновению бифурка-
ции Неймарка –Сакера. Еще один возможный путь построения необходимого отображения
состоит в использовании двумерных потоков с бифуркацией Андронова –Хопфа, для кото-
рых производные по времени заменяются конечными разностями. Такой подход приводит,
например, к отображению Богданова (Bogdanov map), предложенному и исследованному
в [13–15]. Мы предлагаем еще один вариант отображения, который логическим образом
вытекает из двухпараметрического бифуркационного анализа. В этом случае параметра-
ми отображения являются непосредственно след и якобиан матрицы возмущений (матри-
цы Якоби), что обеспечивает, в определенной мере, универсальность свойств отображения.
Такой подход рассмотрен в разделе 1 настоящей статьи. Предлагаемое отображение (как
и упоминавшиеся выше примеры) является, однако, формально построенной конструкцией.
Поэтому важным является вопрос о его возможной физической реализации. Этот вопрос
обсуждается в разделе 2, где предложена радиофизическая схема, которая демонстрирует
необходимый тип поведения, и приведены результаты моделирования ее динамики с при-
менением программного пакета Multisim [16, 17].

1. Бифуркации двумерных отображений и универсальная
модель

Двумерное отображение в общем случае задается соотношениями

xn+1 = f(xn, yn),

yn+1 = g(xn, yn).
(1.1)

Оно может иметь неподвижные точки (x0, y0), такие, что

x0 = f(x0, y0),

y0 = g(x0, y0).
(1.2)

Характер устойчивости неподвижной точки определяется матрицей Якоби системы (1.1),
вычисленной в такой точке:

M̂ =

(
f ′x f ′y
g′x g′y

)
. (1.3)

Собственные числа этой матрицы представляют собой мультипликаторы отображения μ1

и μ2, для которых справедливо соотношение

μ2 − Sμ+ J = 0, (1.4)

где S и J — след и якобиан матрицы возмущений (1.3).
Бифуркации двумерных отображений удобно представить на плоскости след–якобиан

(S, J). В этом случае получается достаточно полная, а главное, универсальная картина
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бифуркаций [4, 18]. На плоскости (S, J) имеет место характерный «треугольник устойчиво-
сти», показанный на рисунке 1. Его стороны отвечают основным бифуркациям коразмер-
ности один [6]:

а) касательная бифуркация (fold), μ = +1: 1 − S + J = 0;
б) бифуркация удвоения периода (flip), μ = −1: 1 + S + J = 0;
в) бифуркация Неймарка –Сакера: J = 1.

Рис. 1. Треугольник устойчивости двумерных отображений на плоскости след–якобиан матрицы
возмущений.

Вершины треугольника соответствуют простейшим бифуркациям коразмерности два [6]:

а) резонанс 1 : 1, R1, когда μ1 = μ2 = +1: S = 2, J = 1;
б) резонанс 1 : 2, R2, когда μ1 = μ2 = −1: S = −2, J = 1;
в) бифуркация fold–flip, ff , когда μ1 = +1, μ2 = −1: S = 0, J = −1.

В силу универсальности картины на плоскости (S, J), привлекательной является идея
построить отображение, для которого след и якобиан были бы непосредственно регулируе-
мыми параметрами. Сконструируем сначала соответствующее линейное отображение:

xn+1 = Sxn − yn,

yn+1 = Jxn.
(1.5)

Оно имеет неподвижную точку в начале координат. Матрица Якоби в этой точке имеет вид

M̂ =

(
S −1

J 0

)
. (1.6)

Таким образом, параметры S и J действительно являются следом и якобианом матрицы
Якоби. Добавим простейшую квадратичную нелинейность вида (x2+y2). Тогда отображение
примет вид

xn+1 = Sxn − yn − (x2
n + y2

n),

yn+1 = Jxn − 1
5(x2

n + y2
n).

(1.7)

(Множитель 1/5 введен для более удобного представления результатов.)
Понятно, что картина основных бифуркаций неподвижной точки x0 = y0 = 0 отобра-

жения (1.7) будет точно отвечать «треугольнику устойчивости» на рисунке 1. Для более
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полной характеристики свойств отображения (1.7) используем метод карт динамических ре-
жимов [4]. Соответствующая карта на рисунке 2 получена следующим образом: в каждой
точке плоскости параметров (S, J) численно определялся период цикла отображения (1.7),
и эта точка окрашивалась в определенный цвет в соответствии с полученным периодом.
Периоды основных режимов указаны на карте. Кроме того, белым цветом обозначены ква-
зипериодические режимы Q, черным — хаос C, лазурным — гиперхаос CH. Для визуа-
лизации этих режимов дополнительно рассчитывались ляпуновские показатели системы;
при этом квазипериодическим режимам соответствует один нулевой и один отрицательный
показатель, хаосу отвечает один положительный показатель, а гиперхаосу — два положи-
тельных показателя. Серым цветом и буквой D обозначена область убегания траекторий
на бесконечность.

Рис. 2. Карта динамических режимов двумерного универсального отображения (a) и ее увеличен-
ный фрагмент (b) в окрестности линии бифуркации Неймарка –Сакера NS.

На рисунке 2a оказывается визуализированным «треугольник устойчивости». Правая
граница треугольника на карте отвечает касательной бифуркации с жестким переходом
на другой режим. В рассматриваемом случае это область устойчивости другой неподвиж-
ной точки. Левая граница треугольника отвечает бифуркации удвоения периода, причем
возможен полный фейгенбаумовский каскад с переходом к хаосу. Отметим, что небольшой
отрезок (верхняя часть) этой границы отвечает не удвоению периода, а жесткому перехо-
ду через мультипликатор −1. На рисунке хорошо видна точка, в которой линия удвоения
превращается в линию жесткого перехода.

Верхняя граница треугольника устойчивости соответствует бифуркации Неймарка –
Сакера NS. На рисунке 2b показана в увеличенном виде картина языков Арнольда, вы-
строенных вдоль этой линии. Можно видеть, что языки погружены в область квазипе-
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риодических режимов. С ростом параметра J , отвечающего за превышение над порогом
бифуркации Неймарка –Сакера, в области перекрытия языков Арнольда возникает хаос,
а затем и гиперхаос.

Найдем числа вращения w на линии бифуркации Неймарка –Сакера. В соответствии
с (1.4), при J = 1 для мультипликаторов имеем μ = S/2 ± i

√
1 − S2/4. Тогда tg(arg μ) =

= (
√

4 − b2)/b. С учетом определения числа вращения w = arg μ/2π, легко получаем связь
следа матрицы Якоби S c числом вращения w:

S = 2cos(2πw). (1.8)

Таким образом, при движении вдоль линии бифуркации Неймарка –Сакера J = 1 число
вращения меняется от значения w = 1/2 при S = −2 до w = 0 при S = 2.

Отметим некоторые особенности внутреннего устройства основных языков Арнольда.
На рисунке 3 показан в увеличенном виде язык периода 4. Можно видеть, что на верхней
границе устойчивости резонансного 4-цикла возникает разрыв области существования цик-
ла периода 8. В этой области граница устойчивости 4-цикла оказывается линией вторичной
бифуркации Неймарка –Сакера NS2. На базе цикла периода 4 возникает новая инвариант-
ная кривая, так что на фазовом портрете можно наблюдать появление характерных ова-
лов из каждого элемента 4-цикла. Можно отметить также возникновение внутри области
квазипериодической динамики специфических областей периодических режимов, которые
не контактируют с линией вторичной бифуркации Неймарка –Сакера.

Аналогичная картина, включающая вторичную бифуркацию Неймарка –Сакера, реа-
лизуется и на основе цикла периода 8 при выходе из области существования такого цикла,
расположенной на рисунке 3 справа. Эта часть зоны периода 8 является маленькой «копи-
ей» языка периода 4, тогда как для левой области периода 8 наблюдается более традици-
онное устройство плоскости параметров с непрерывными линиями удвоений периода.

Рис. 3. Язык Арнольда периода 4 и характерный фазовый портрет, иллюстрирующий вторичную
бифуркацию Неймарка –Сакера.

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2012. T. 8. №3. С. 461–471



466 А.П.Кузнецов, С.П.Кузнецов, М.В.Поздняков, Ю.В.Седова

2. Радиофизическая реализация универсального отображения

Отображение (1.7) фактически представляет собой хотя и удобный для анализа, но аб-
страктный, искусственно сконструированный объект. Было бы интересно представить при-
меры физических систем, которые при соответствующей интерпретации динамических пе-
ременных описываются отображением такого типа. Отметим, что отображение необрати-
мое, и поэтому для потоковых систем оно может соответствовать только лишь приближен-
ному описанию в терминах сечения Пуанкаре (размерности больше 2). При этом динамика
в двух измерениях, ассоциирующаяся с переменными x, y, должна сопровождаться силь-
ным сжатием фазового объема по остальным направлениям пространства состояний. Ни-
же рассмотрен пример неавтономной системы в виде электронной схемы с периодическим
внешним воздействием, для которой отображение (1.7) возникает при стробоскопическом
описании преобразования мгновенного состояния за период.

Имея в виду разработку электронного устройства, естественно обратиться к средствам
схемотехнического моделирования, среди которых удобным и популярным является про-
граммный продукт Multisim [16, 17].

При построении схем возможны два методически разных подхода, хотя грань между ни-
ми несколько условная. Один состоит в конструировании физической системы, обладающей
интересующим типом динамического поведения, на основе радиотехнических элементов —
колебательных контуров, активных элементов типа транзисторов, источников напряжения,
элементов обратной связи и т. п. Второй опирается на идеологию по возможности точного
воспроизведения исходных уравнений на базе элементов, применяемых в технике аналого-
вого моделирования, таких как интеграторы, умножители, сумматоры и пр. При построе-
нии схемы, которая описывалась бы уравнениями (1.7), естественно взять за основу второй
подход.

Обратимся к схеме, показанной на рисунке 4. Она содержит источник синусоидаль-
ного напряжения V4 (частота 5 кГц), под действием которого периодически открываются
и закрываются четыре электронных ключа J1-J4. Время, соответствующее одной полной
итерации отображения, будет равно периоду изменения напряжения V4. Параметры S и J
задаются с помощью потенциометров R1 и R2 и отвечают величинам напряжения, контроль
которых осуществляется с помощью вольтметров XMM1 и XMM2.

В течение одного полупериода, когда замкнуты ключи J2 и J3, напряжение на конден-
саторе C1 через повторитель на операционном усилителе U6 и резистор R13 передается (ко-
пируется) на конденсатор C2. Аналогичным образом, напряжение на конденсаторе C3 через
повторитель U5 и резистор R14 копируется на конденсатор C4. (Резисторы R13, R14 служат
для ограничения тока зарядки конденсаторов C2 и C4.) Результирующие напряжения, уста-
новившиеся к концу данного полупериода на конденсаторах C2 и C4, полагаем задающими
динамические переменные xn и yn. (Соответствующие точки на схеме помечены как X и Y.)

На втором полупериоде ключи J2 и J3 разомкнуты, а J1 и J4 замкнуты. При этом
происходит заряд конденсаторов C1 и C3 до напряжений, отвечающих значениям пере-
менных на следующем шаге согласно формулам (1.7). Умножители напряжения A2 и A3
формируют напряжения, равные −0.1x2

n и −0.1y2
n, которые поступают на вход суммиру-

ющего инвертора на операционном усилителе U4. Выходное напряжение, определяющееся
выражением

UU4 = −R5

R3

(−0.1x2
n

)− R5

R4

(−0.1y2
n

)
= x2

n + y2
n, (2.1)
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Рис. 4. Принципиальная схема электронного устройства, динамика которого описывается отобра-
жением (1.7).

подается на вход двух суммирующих инверторов на операционных усилителях U1 и U2.
На другие два входа инвертора U1 подано напряжение −0.1Sxn с выхода умножителя A1
и напряжение yn через повторитель U3. В результате на выходе U1 при указанных на схеме
номиналах резисторов получается напряжение

UU1 = −R8

R7
(−0.1Sxn) − R8

R6
yn − R8

R9

(
x2
n + y2

n

)
= Sxn − yn − (x2

n + y2
n). (2.2)

Что касается инвертора U2, то к его второму входу приложено напряжение −0.1Jyn
с выхода умножителя A4. В результате на выходе U2 получаем напряжение

UU2 = −R12

R10
(−0.1Jyn) − R12

R11

(
x2
n + y2

n

)
= Jxn − 1

5(x2
n + y2

n). (2.3)

Как можно видеть, формулы (2.2) и (2.3) соответствуют выражениям (1.7) для вели-
чин xn+1 и yn+1. Эти напряжения обеспечивают заряд конденсаторов C1 и C3, причем для
ограничения тока зарядки служат резисторы R15 и R16. После этого, на очередном периоде
изменения напряжения источника V4, реализуется следующая итерация отображения (1.7),
и так далее. Следует заметить, что при запуске схемы должны быть обеспечены ненуле-
вые начальные условия; например, заданием начального напряжения на конденсаторе С1
и/или C2.

Обратимся к иллюстрациям динамики системы, полученным в результате схемотех-
нического моделирования. При его проведении использовались двухлучевой осциллограф
и анализатор спектра программного продукта Multisim. Входное напряжение UX для од-
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ного канала осциллографа снимается с точки X, а для второго UY — с точки Y. Вход
анализатора спектра подключался к точке X.

На рисунке 5 в левой колонке показаны осциллограммы напряжений UX и UY при зна-
чениях параметров J и S, иллюстрирующие различные режимы динамики системы: цикл
периода 2 (a), цикл периода 4 (b), хаос, возникший в результате каскада удвоений перио-
да (c). Также представлены квазипериодический режим (d), хаос (e) и гиперхаос (f), возни-
кающие в области разрушения квазипериодической динамики. Следует подчеркнуть, что

Рис. 5. В левой колонке — осциллограммы напряжений в точках X и Y, полученные при моделиро-
вании динамики схемы, приведенной на рисунке 4, в программной среде Multisim. В правой колонке
приводятся спектры сигнала в точке X в логарифмическом масштабе.
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режимы динамики, наблюдаемой при схемотехническом моделировании, находятся в хоро-
шем соответствии с отображением (1.7), что говорит об адекватности предложенной схемы.
В правой колонке показаны соответствующие спектры. Видно, что периодическим и квази-
периодическим режимам отвечают дискретные спектры, причем во втором случае количе-
ство спектральных составляющих больше — наряду с основными составляющими присут-
ствуют всевозможные комбинационные частоты. В режимах хаоса и гиперхаоса наблюда-
ется сплошной спектр. На рисунке не приведены из-за их тривиальности осциллограммы,
которым на плоскости параметров отвечает внутренность треугольника устойчивости: здесь
система демонстрирует устойчивое состояние равновесия, и временные зависимости пред-
ставлены горизонтальными линиями.

На рисунке 6 показаны фазовые портреты, которые получаются переключением ос-
циллографа в режим без временной развертки, когда два подаваемых на вход напряжения
соответствуют горизонтальному и вертикальному отклонению луча. Поскольку основной
интересной особенностью системы является присутствие бифуркации Неймарка –Сакера,
здесь приводятся результаты для аттракторов, возникающих за порогом этой бифуркации.
Параметр J принят равным 1.2, а параметр S изменяется от одной диаграммы к другой,
что соответствует движению слева направо вдоль горизонтальной линии на плоскости па-
раметров. На этой линии в зависимости от величины S реализуются квазипериодические
(a, c, e, f) или периодические (b, d) режимы, поскольку соотношение основных частот изме-
няется в примерном соответствии c изменением аргумента комплексного мультипликатора
на границе бифуркации Неймарка –Сакера. В языках синхронизации соотношение частот
остается фиксированным. Самый широкий и легко наблюдаемый язык отвечает периоду 3
(см. рис. 6b).

Рис. 6. Фазовые портреты аттракторов, возникающих за порогом бифуркации Неймарка –Сакера,
построенные по результатам моделирования схемы, приведенной на рисунке 4, в программной среде
Multisim. Параметр J остается одним и тем же, а параметр S увеличивается от одной диаграммы
к другой, начиная c некоторого отрицательного значения.
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Заключение

В настоящей работе предложено двумерное отображение, параметрами которого слу-
жат непосредственно след и якобиан матрицы возмущения вблизи неподвижной точки. Кар-
та режимов и карта ляпуновских показателей такого отображения демонстрирует на плос-
кости этих параметров характерный «треугольник» устойчивости, составленный из отрез-
ков прямых в виде линий касательной бифуркации, удвоения периода и линии бифуркации
Неймарка –Сакера, а также систему языков Арнольда с характерным внутренним устрой-
ством, включая вторичные бифуркации Неймарка –Сакера. Предложенное отображение до-
пускает радиофизическую реализацию в виде электронной схемы, функционирование кото-
рой продемонстрировано путем схемотехнического моделирования с помощью программно-
го пакета Multisim. Такую схему можно использовать для экспериментов, имеющих целью
накопление опыта практического исследования динамических феноменов, которые ассоци-
ируются с переходами к хаосу, включающими бифуркации рождения квазипериодических
режимов.
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We suggest a simple two-dimensional map, parameters of which are the trace and Jacobian of
the perturbation matrix of the fixed point. On the parameters plane it demonstrates the main
universal bifurcation scenarios: the threshold to chaos via period-doublings, the situation of
quasiperiodic oscillations and Arnold tongues. We demonstrate the possibility of implementation
of such map in radiophysical device.
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